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 I 
„Die unendliche Mannigfaltigkeit, welche sich sowohl in den Werken der Natur 
als auch in den Handlungen der Menschen zeigt, und welche die hervorragende 
Schönheit des Weltalls begründet, kann augenscheinlich ins nichts Anderem 
Ihren Grund haben, als in der verschiedenartigen Zusammensetzung, Vermi-
schung und Gruppirung der einzelnen Theile. 
Da aber die Menge der Dinge, welche zur Hervorbringung einer Erscheinung 
oder eines Ereignisses zusammenwirken, oft eine so grosse und so verschieden-
artige ist, das die Erforschung aller Wege, auf welchen ihre Zusammensetzung 
oder Vermischung geschehen bez. nicht geschehen kann, den grössten Schwie-
rigkeiten begegnet, so ist es nicht zu verwundern, dass selbst die klügsten und 
umsichtigsten Menschen in keinen Fehler öfter verfallen, als in denjenigen, 
welcher in der Logik die ungenügende Aufzählung der Theile genannt wird. 
 
Deshalb ist die Combinatorik genannte Kunst mit vollem Recht als äusserst 
nützlich anzusehen, da sie geeignet ist diesem Mangel unserer sinnlichen Wahr-
nehmung abzuhelfen; sie lehrt alle möglichen Arten, nach welchen mehrere 
Dinge vermischt, gruppirt und miteinander zusammengesetzt werden können, so 
aufzuzählen dass wir sicher sind, keine von ihnen ausgelassen zu haben, welche 
unserem Vorhaben nützlich ist.“ 
 
Jakob Bernoulli 
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Einleitung 
„Die Kombinatorik gehört zu den Inhalten des Mathematikunterrichts, die 
Schülern in der Oberstufe relativ viele Schwierigkeiten bereiten. Eine Ursache 
dafür ist sicher im mangelnden inhaltlichen Verständnis zu suchen. Eine Mög-
lichkeit diesem entgegenzuwirken, ist in einer propädeutischen Behandlung der 
kombinatorischen Inhalte bereits ab der Grundschule im Sinne des Spiralprin-
zips zu sehen.“  
(Neubert 1998, S. 17) 
 
Kardinale Anzahlbestimmungen sind ein wesentlicher Bestandteil der Grund-
schulmathematik. So lernen Kinder im Verlauf der ersten Schuljahre Anzahlen 
von Objekten zu bestimmen, ohne sie einzeln abzählen zu müssen (vgl. Selter & 
Spiegel 2004a). Die Strategien zur Anzahlbestimmung werden dabei zunehmend 
komplexer: In den deutschen Bildungsstandards und Lehrplänen ist vorgesehen, 
dass sie ausgehend von elementaren Zählstrategien, wie dem Abzählen, dem 
Weiterzählen und dem Zählen in Schritten, Anzahlen in der ersten Klasse über 
die Addition und Subtraktion bestimmen. In der zweiten Klasse lernen die Kin-
der dann mit der Multiplikation und Division zwei komplexere mathematische 




lungen, wie sie bei-
spielsweise bei der 
Aufgabe „Fußballtur-
nier“ erforderlich ist, 
wurde hingegen bislang 
in der Grundschule und weitestgehend auch in der Sekundarstufe eine eher 
stiefmütterliche Rolle zugewiesen (vgl. Perko 1980; Lockwood 2012). 
 
Dies steht im Widerspruch zu ihrer alltagsbezogenen und innermathematischen 
Bedeutung. So spielen kombinatorische Fragestellungen und Methoden heute in 
vielen Anwendungsbereichen, wie beispielsweise der kombinatorischen Che-
mie, in der Informatik, im Rahmen von Optimierungen wie der Routenplanung 
oder aber auch als zentrales Hilfsmittel zur Berechnung von Wahrscheinlichkei-
ten eine bedeutsame Rolle. Zudem eignen sie sich zur Thematisierung und För-
derung allgemeiner mathematischer Kompetenzen (vgl. English 1991; Kütting 
1994; Maher & Martino 1996; Martino & Maher 1999; Scheidt 1984; Sriraman 
& English 2004). Die geringe unterrichtliche Beachtung spiegelt sich in den 
Abb. 1.1 Kombinatorische Problemstellung „Fußball-
turnier“ 
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Kompetenzen der Lernenden wider. So zeigen Untersuchungen von Sekundar-
stufenschülern1, dass diese erhebliche Schwierigkeiten bei der Lösung kombina-
torischer Problemstellungen haben (vgl. Annin & Lai 2010; Cadwallader Olsker 
et al. 2012; Eizenberg & Zaslavsky 2003, 2004; English 1991, 1993a, 1993b; 
Godino et al. 1992; Hefendehl-Hebeker & Törner 1984; Janáčková & Janáček 
2006; Lockwood 2010). Selbst Studierende zeigen oftmals große Schwierigkei-
ten (vgl. Hadar & Hadass 1981; Lockwood 2012). Angenommen wird, dass die 
Ursachen für viele der Schwierigkeiten in einem fehlenden Verständnis der 
kombinatorischen Konzepte und Operationen liegen (vgl. English 2007; Halani 
2012; Hefendehl-Hebeker & Törner 1984; Neubert 2001). 
 
Um ein gesichertes mathematisches Verständnis zu erwerben, wird im Sinne 
aktueller sozialkonstruktivistischer Lehr- und Lerntheorien angenommen, dass 
ein spiralförmiger Aufbau solcher Kompetenzen notwendig ist (vgl. Bruner 
1973; Krauthausen & Scherer 2007; Wittmann 1981).  
 
Die Thematisierung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme erweist 
sich insofern in der Grundschule insbesondere unter propädeutischen Gesichts-
punkten als besonders bedeutsam. Das Lösen kombinatorischer Aufgabenstel-
lungen in die Grundschulcurricula zu integrieren, wurde entsprechend seit Jah-
ren von verschiedenen Mathematikdidaktikern und Institutionen gefordert (u.a. 
English 1993b; Kapur 1970; NCTM 2000; Scheidt 1984) und ist nun seit dem 
Beschluss der bundesweit gültigen Bildungsstandards im Fach Mathematik im 
Jahr 2004 als zu erwerbende Kompetenz explizit in den deutschen Lehrplänen 
der Grundschule verankert: Lernende sollen demnach „einfache kombinatori-
sche Aufgaben (z.B. Knobelaufgaben) durch Probieren bzw. systematisches 
Vorgehen lösen“ (KMK 2005, S. 9) können.  Als Konsequenz werden in Zeit-
schriften und Büchern diverse Aufgabenvorschläge für den Unterricht z gemacht 
und Beispiele für die Lösungswege von Lernenden aufgezeigt (u. a. Bönig 2010; 
Fast 2008; Lack 2008; Möller & Wesseling 2008; Mogk 2008; Reitberger 2007; 
Roos 2010; Ruwisch & Schaffrath 2010; Schoy-Lutz 2011; Steinau 2010; 
Steinmetz 2010; Werner 2011).  
 
Was bedeutet es, kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme, wie die Fuß-
ballaufgabe (vgl. Abb. 1.2) systematisch lösen zu können? Welche Konsequen-
zen können Lehrer konkret für den Unterricht ziehen, wenn Lernende diese 
ähnlich lösen, wie die Drittklässler Renas, Mia und Leon im Rahmen dieser 
Untersuchung (vgl. Abb. 1.2)? 
                                                          
 
 
1 Zur besseren Lesbarkeit werden Begriffe wie Lehrer und Schüler im Folgenden sowohl 












   
Abb. 1.2 Anzahlbestimmungen von Lernenden zur Fußballaufgabe 
 
Wie sollte aufbauend auf ihren Kompetenzen im Sinne des Spiralprinzips der 
Lernprozess weiter gestaltet werden, damit sie schließlich ein gesichertes Ver-
ständnis kombinatorischer Konzepte und Operationen zur Anzahlbestimmung 
erwerben? 
 
Die vorgenommene Integration der Thematik in die Grundschulcurricula stellt 
Lehrkräfte vor neue Herausforderungen: So ist es im Sinne der heute gängigen 
psychologisch-genetischen Auffassung vom Lehren und Lernen nicht die Auf-
gabe der Lehrenden, den Stoff an die Kinder, sondern zwischen dem Stoff und 
den Kindern zu vermitteln (vgl. Dewey 1974 im Original 1915; Hefendehl-
Hebeker 2013; Vohns 2007, 2008; Wittmann 1995a, 1996, 2003). Dewey betont 
schon 1915: 
 
„Abandon the notion of subject-matter as something fixed and ready-made 
in itself, outside the child´s experience; cease thinking of the child´s experi-
ence as also something hard and fast; see it as something fluent, embryonic, 
vital; and we realize that the child and the curriculum are two limits which 
define a single process. Just as two points define a straight line, so the pre-
sent standpoint of the child and the facts and the truths of studies define in-
struction“(Dewey 1915, S. 109). 
Diese beiden Pole, so betonen Dewey (1915, S. 109) und auch Wittmann 
(1996), bestimmen zusammengenommen den Unterricht. Beide plädieren dafür, 
das Kind und die Fachinhalte als die bestimmenden Elemente der didaktischen 
Strukturierung des Unterrichts zu verstehen. In diesem Sinne ist der Lernprozess 
der Kinder als eine fortgesetzte Rekonstruktion zu verstehen, „die sich von der 
gegenwärtigen kindlichen Erfahrung aus zu dem strukturierten Wissensbestand 
eines Faches bewegt“ (Wittmann 1996, S. 5). Einen Beleg dafür, dass ein sol-
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ches Unterrichtskonzept zielführend für den Erwerb eines gesicherten Verständ-
nisses kombinatorischer Strategien und Konzepte ist, liefert die Langzeitunter-
suchung von Maher et al. (vgl. Maher & Martino 1997; Maher & Speiser 1997; 
Maher & Martino 2000; Maher et al. 2011). Sie zeigen auf, wie einige Lernende 
ausgehend von eigenen Notationen und Ideen in der Grundschule über einen 
Zeitraum von zwölf Jahren zentrale kombinatorische Ideen entwickeln.  
Um im Sinne einer solchen Auffassung unterrichten zu können, bedarf es seitens 
der Lehrenden einer Kenntnis über die Zusammenhänge zwischen den Denk- 
und Vorgehensweisen der Lernenden und den fachlichen Konzepten. So stellt 
sich bezogen auf die Lösungen der drei Lernenden die Frage, in welcher Bezie-
hung ihre Vorgehens- und Denkweisen zu den mathematischen Strategien und 
Konzepten stehen. 
Diese Frage lässt sich auf der Grundlage vorhandener Untersuchungsergebnisse 
bislang für kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme nicht zufriedenstel-
lend beantworten. So liegen für den Primarbereich bereits einige Erkenntnisse 
vor (u.a. English 1991; Hoffmann 2003; Martino 1992). Diese beziehen sich 
jedoch in der Regel nicht auf Problemstellungen, in denen nach der Anzahl aller 
Lösungen gesucht wird (Wie viele?), sondern auf Probleme, in denen konkret 
die gesuchten Objekte bestimmt werden sollen (Welche?). Letztere lassen direk-
te Anzahlbestimmungen nicht zu, sondern verlangen die konkrete Benennung 
oder Notation der Objekte.  
Ziele 
Ziel dieser Arbeit ist es daher, einen Beitrag zur Beantwortung folgender Frage 
zu leisten:  
 
Wie lösen Lernende der Primarstufe vor der Thematisierung im Unter-
richt kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme und in welcher Be-
ziehung stehen die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden zu den 
fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten? 
 
Im Rahmen dieser Arbeit wurden dazu in einem iterativen Untersuchungsdesign 
die Vorgehensweisen und Denkwege von insgesamt 69 Drittklässlern2 bei der 
Anzahlbestimmung im Kontext kombinatorischer Aufgabenstellungen in klini-
                                                          
 
 
2 Es wurden dabei bewusst Lernende der dritten Klassen interviewt, da diese in der Regel 
bereits über Vorstellungen zu den zentralen Operationen zur Anzahlbestimmung verfü-
gen, sie jedoch bislang in der Regel noch keinen systematischen „Lehrgang“ zur Kombi-
natorik durchlaufen haben.  
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schen Interviews erhoben und qualitativ ausgewertet. Erstmals wurden dabei 
gezielt die Vorgehensweisen und Vorstellungen von Lernenden beim Lösen von 
Anzahlbestimmungsproblemen zu verschiedenen kombinatorischen Figuren 
(Kombinationen mit und ohne Wiederholung und Variationen ohne Wiederho-
lung) vergleichend betrachtet sowie anschließend in Beziehung zu den fachli-
chen Vorgehensweisen und Konzepten gesetzt. 
Aufbau der Arbeit 
Die beiden Theoriekapitel beleuchten das Lösen kombinatorischer Anzahlbe-
stimmungsprobleme aus zwei Blickwinkeln: Zunächst wird die kombinatorische 
Anzahlbestimmung in Kapitel 1 im Spiegel des Faches betrachtet. Es wird ge-
klärt, was aus fachlicher Sicht unter „kombinatorischer Anzahlbestimmung“ zu 
verstehen ist, welche Vorgehensweisen, Konzepte und Modelle die Kombinato-
rik für das schulische Lernen zur Anzahlbestimmung bereitstellt und welche 
historischen Vorgehensweisen und Konzepte bekannt sind. 
Bezugnehmend auf die zentralen fachlichen Vorgehensweisen und Konzepte 
wird in Kapitel 2 der aktuelle mathematikdidaktische Forschungsstand bezüg-
lich des Lösens kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme erläutert. Aus-
gehend von Forschungsergebnissen zu den Vorgehensweisen und Denkwegen 
von Lernenden vor der systematischen unterrichtlichen Thematisierung kombi-
natorischer Problemstellungen werden weitere Forschungsinteressen herausge-
arbeitet sowie Konsequenzen für die empirische Studie abgeleitet. 
In Kapitel 3 erfolgt die Ausschärfung der Forschungsfrage, bevor die Konzepti-
on der vorliegenden Untersuchung dargelegt und die Methoden der Datenerhe-
bung und Datenauswertung präzisiert werden.  
Die Darstellung der Ergebnisse der empirischen Untersuchung in den Kapiteln 5 
bis 8 erfolgt analog zu der im Theorieteil vorgenommenen Strukturierung des 
aktuellen Forschungsstandes: 
 
Aktueller Forschungsstand:  
 
Ergebnisse der Untersuchung: 
  
2.1 Einflussfaktoren 4. Einflussfaktoren 
2.2 Die Rolle von Strukturierungen 5. Die Rolle von Strukturierungen  
2.3 Die Beschreibung von Strukturie-
rungsstrategien 
6. Die Beschreibung von Strukturie-
rungsstrategien 
2.4 Strukturierungsstrategien 7. Strukturierungsstrategien 
2.5 Zählstrategien  8. Zählstrategien 
 
Abschließend erfolgt in Kapitel 9 eine Zusammenfassung der Ergebnisse, bevor 
Schlussfolgerungen für die didaktische Strukturierung des Unterrichts und wei-
terer Forschungsinteressen gezogen werden. 
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 1 Kombinatorische Anzahlbestimmung im Spiegel des 
Faches  
Die Kombinatorik „lehrt alle möglichen Arten, nach welchen mehrere Dinge 
vermischt, gruppirt und miteinander zusammengesetzt werden können, so aufzu-
zählen dass wir sicher sind, keine von ihnen ausgelassen zu haben, welche unse-
rem Vorhaben nützlich ist.“ 
 
(Bernoulli 1713 nach deutscher Übersetzung Haussner 1899, S. 76f.) 
 
Die Kombinatorik wird häufig als die Kunst des Zählens oder geschickten Zäh-
lens bezeichnet (vgl. Aigner 2007; Batanero et al. 1996; Engel 1987; English 
2005; Glaymann & Varga 1975; Hart 1991; Ruwisch 2010a; Selter & Spiegel 
2004b).  
Der Begriff „Kombinatorik“ ist abgeleitet vom lateinischen Wort „combinatio“ 
und bedeutet ursprünglich so viel wie die Zusammenfassung von zwei Dingen 
(vgl. Knobloch 1973). Das Kombinieren oder Zusammenfassen von Elementen 
zu einem neuen Objekt oder, wie Bernoulli (1713 nach deutscher Übersetzung 
Haussner 1899, S. 76f.) es beschreibt, das Vermischen, Gruppieren und mitei-
nander Zusammensetzen von Dingen, bildet den zentralen Inhalt der Kombina-
torik.  
Ziel kombinatorischer Fragestellungen ist es, alle zulässigen Kombinationsmög-
lichkeiten („Welche gibt es?") und deren Anzahl („Wie viele Möglichkeiten gibt 
es?") zu bestimmen (vgl. Kütting & Sauer 2008, S. 76; Neubert 2013, S. 688). 
Der Ausdruck „geschicktes Zählen" verdeutlicht, wie dabei vorgegangen werden 
soll: möglichst geschickt, also möglichst einfach. „Aufgabe der Kombinatorik“, 
so Kütting (1994, S. 253), „ist die arbeitsökonomische Bestimmung von Kardi-
nalzahlen.“ Verkürzt bezeichnet Törner (1987, S. 121) „die schulrelevante ab-
zählende Kombinatorik als eine Art eines höheren 1∙1[…], wofür „neue“ Zahlen 
und „neue“ Zählverfahren bereitgestellt werden.“ Dieser Teilbereich der Kom-
binatorik wird im Folgenden genauer betrachtet. 
Die zentralen fachlichen Strategien und Konzepte zur Anzahlbestimmung sind 
zentraler Inhalt dieses Kapitels. Zunächst werden dazu kombinatorische Prob-
lemstellungen und die Besonderheiten bei der Anzahlermittlung betrachtet (1.1). 
Gegenstand des darauffolgenden Abschnitts (1.2) sind die Vorgehensweisen, die 
der Zweig der Kombinatorik zur Lösungsfindung bereitstellt sowie die damit 
verbundenen zentralen Konzepte, Hilfsmittel und Operationen. Daran anknüp-
fend (1.3) erfolgt ein Abriss über die geschichtliche Entwicklung der beschrie-
benen Konzepte und Operationen, da im Rahmen dieser Arbeit angenommen 
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wird, dass es Analogien zwischen der ontogenetischen und der phylogenetischen 
Entwicklung von Strategien und Konzepten gibt. Abschließend wird eine Zu-
sammenfassung der zentralen Aspekte vorgenommen (1.4). 
1.1 Kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme  
In der Kombinatorik wird je nach Problemstellung zwischen Anzahlbestim-
mungs-, Aufzähl-, Existenz- und Optimierungsproblemen (vgl. Aigner 2007; 
Batanero et al. 1996; Danckwerts et al. 1985) unterschieden. 
In Anzahlbestimmungsproblemen, auch Abzählproblemen genannt (engl. 
counting problems), geht es darum, die Mächtigkeit von Mengen zu bestimmen. 
In Aufzählproblemen (engl.: enumeration problems) ist herauszufinden, ob es 
ein Vorgehen gibt, welches es ermöglicht, alle Figuren systematisch aufzulisten. 
Bei Existenzproblemen (engl. existence problems) geht es darum, zu klären, ob 
ein gegebenes Problem überhaupt eine Lösung besitzt. Entsprechend muss die 
Existenz einer gesuchten Figur gezeigt bzw. widerlegt werden. Optimierungs-
probleme (engl. optimization problems) fokussieren auf das Finden einer besten 
Lösung für ein gegebenes Problem. Zum Lösen eines Optimierungsproblems 
werden entsprechend zunächst alle möglichen Ergebnisse bestimmt, bevor die 
optimalen identifiziert werden können (vgl. Batanero et al. 1996).  
Im Alltag sind insbesondere Optimierungsprobleme bedeutsam. Aufzähl- und 
Abzählfragen stellen sich häufig im Kontext der Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten. In diesem Zusammenhang findet die Kombinatorik auch ihren Ein-
zug in den Unterricht. Vor der Thematisierung stochastischer Fragen werden in 
der Regel Abzählprobleme thematisiert, weil die Formeln zur Bestimmung der 
La Place´schen Wahrscheinlichkeitsräume benötigt werden (vgl. Hefendehl-
Hebeker & Törner, 1984, S. 245). Im Mittelpunkt der folgenden Ausführungen 
stehen zentrale Merkmale von Auflistungs- und Anzahlbestimmungsproblemen 
sowie die fachlichen Zugänge und Konzepte zur Lösungsfindung von Anzahlbe-
stimmungsproblemen. 
1.1.1 Kombinatorische Figuren 
Zentrales Charakteristikum kombinatorischer Fragestellungen ist das Kombinie-
ren von Dingen bzw. Elementen zu neuen Objekten, „Figur“ genannt (vgl. Jeger 
1973). Kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme unterscheiden sich damit 
in einem wesentlichen Punkt von den bereits bekannten Anzahlbestimmungs-
problemen: Anders als beim Letztgenannten ist hierbei zu berücksichtigen, dass 
nicht Einzelelemente, sondern Figuren gezählt werden und die zu zählenden 
Figuren nicht explizit vorliegen, wie die nachfolgenden Beispiele aus Schulbü-
chern der Primastufe und aus Artikeln exemplarisch zeigen:  
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Anne, Benni, Claudia, Daniel, Eva und Florian treffen sich oft zum Tisch-
tennisspielen. Sie kommen auf die Idee ein Tischtennisturnier zu veranstal-
ten. Dabei soll jeder gegen jeden spielen. 
Die Kinder überlegen, wie viele Spiele durchgeführt werden müssen, damit 
auch jedes Kind gegen jedes andere Kind Tischtennis spielt. Sie kommen 
aber zu keiner Lösung. Könnt ihr ihnen sagen, wie viele Spiele es sind? 
 
Außerdem würden sie im Anschluss gerne eine Rückrunde machen. Wie 
viele Spiele sind es dann zusammen? 
 
Abb. 1.2 Anzahlbestimmungsproblem „Tischtennisturnier" (Neubert 2003, S. 98) 
 
 
Abb. 1.3 Auflistungsproblem „Zahlen aus Ziffernkarten“ (Wittmann & Müller 
2005, S. 33) 
 
In den dargestellten Problemen geht es darum, zulässige Kombinationen der 
gegebenen Elemente, d.h. kombinatorische Figuren, zu erstellen. In der Mathe-
matik wird unter einer kombinatorischen Figur ,,eine Anordnung von irgend-
welchen Dingen aufgrund gegebener Vorschriften" verstanden (Jeger, 1973, S. 
8). Dabei so Jeger ,,gehören zu jedem kombinatorischen Problem spezifische 
kombinatorische Figuren“ (ebd. S. 8). Dies bedeutet für die Menüaufgabe aus 
Vorspeise, Hauptspeise und Nachspeise Menüs zusammenzustellen, für das 
Tischtennisturnier aus jeweils zwei Spielern Spielpaarungen zu erstellen bzw. in 
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der dritten Aufgabe aus drei von vier Ziffernkarten eine dreistellige Zahl zu 
bilden.  
In den Aufgaben wird nicht nach einer möglichen Kombination gefragt, sondern 
nach allen möglichen, die den vorgegebenen Bedingungen entsprechen. Gesucht 
ist entsprechend die gesamte Figurenmenge.  
Kombinationen aus Elementen einer Menge oder aus Elementen mehrere Men-
gen 
Die Aufgabenstellungen unterscheiden sich im Hinblick auf die zu kombinie-
renden Elemente: In der Menüaufgabe wird aus drei verschiedenen Mengen 
ausgewählt: Aus der Menge der Vorspeisen, der Hauptspeisen und der Nach-
speisen. Es wird demnach eine Figurenmenge gesucht, die alle möglichen Kom-
positionen der Elemente der drei Mengen enthält. Gesucht ist das sogenannte 
Mengen- oder Kreuzprodukt, welches Kirsch (2004) für zwei Mengen wie folgt 
definiert: „Unter dem Kreuzprodukt oder kartesischem Produkt A×B der Men-
gen A und B versteht man die Menge aller Paare deren erstes Glied zu A und 
deren zweites zu B gehört: A×B = die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit 
a ∈ A und b ∈ B.“ (Kirsch 2004, S. 23 f.). Diese Definition lässt sich analog auf 
das Kreuzprodukt von n verschiedenen Mengen übertragen.  
In den beiden anderen Aufgabenstellungen werden hingegen Kompositionen aus 
Elementen einer Menge gesucht, der Menge der Kinder, die Tischtennis spielen 
bzw. der Menge der Ziffernkarten. 
Kompositionsgesetze und Grundfiguren 
Abhängig von der jeweiligen Problemstellung liegen der zu bildenden kombina-
torischen Figur verschiedene Kompositionsgesetze zugrunde: Bei der Tischten-
nisaufgabe ist zu beachten, dass ein Kind nicht gegen sich selbst spielen kann. 
Ebenso ist es bei der Menüaufgabe innerhalb eines Menüs beispielsweise nicht 
möglich, zweimal eine Vorspeise zu wählen. Bei den Zahlen aus Ziffernkarten 
kann eine Ziffer innerhalb einer dreistelligen Zahl nur einmal vorkommen. Auch 
bezüglich der gesuchten Figurenmenge gibt es verschiedene in den Aufgaben 
enthaltene Vorgaben: In der Tischtennisaufgabe geht es darum, herauszufinden, 
wie viele verschiedene Möglichkeiten es gibt, zwei Personen aus der Menge 
aller Spieler auszuwählen. Dabei spielt die Anordnung bzw. die Reihenfolge der 
Auswahl der Personen keine Rolle.  
Unter Berücksichtigung, dass innerhalb einer Figur ein Element einmal oder 
mehrmals genutzt werden darf, ergeben sich in Anlehnung an Kütting (vgl. 
1994, S. 109) und Flachsmeyer (vgl. 1969, S. 41ff.) insgesamt sechs grundle-
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gende kombinatorische Figuren3: Die Permutationen, Kombinationen und Varia-
tionen mit und ohne Wiederholung. Für diese sogenannten kombinatorischen 
Grundfiguren stehen Operationen zur Anzahlbestimmung zur Verfügung. 
Die Begriffe Permutationen, die Kombinationen und Variationen mit und ohne 
Wiederholung dienen oftmals auch der Kategorisierung kombinatorischer Prob-
lemstellungen, da bei gleichen gesuchten Figuren auch die gleichen Lösungs-
strategien verwendet werden können. In der Literatur wird entsprechend auch 
von Grundaufgaben der Kombinatorik gesprochen (vgl. Ruwisch 2010a). Eine 
genauere Erläuterung der einzelnen Grundfiguren wird in Abschnitt 2.2.3 vor-
genommen. 
1.1.2 Implizite Handlungsvorstellungen 
Ähnlich, wie sich bezogen auf die Division Aufgaben hinsichtlich der zugrunde 
liegenden Handlungsvorstellung in Ver- und Aufteilprobleme klassifizieren 
lassen (vgl. Krauthausen & Scherer 2007; Padberg 2005; Radatz et al. 1998), 
wird auch eine Einteilung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme ge-
mäß der implizierten Handlungsvorstellungen vorgenommen (vgl. Dubois 1984, 
S. 39). Dabei wird in Anlehnung an Dubois (1984) zwischen Aufgaben, bei 
denen die Vorstellung des Auswählens von Elementen aus einer Menge („selec-
tion“), Verteilens oder Zuordnens von Gegenständen („distribution“) bezie-







In ihrem Ferienort entdeckt Doro einen Eisverkäufer, bei dem sie 
ihre vier Lieblingssorten bekommen kann. Banane, Erdbeere, Him-
beere und Nuss. Sie hat vor, sich jeden Tag eine Portion mit zwei 
Kugeln zu kaufen. Wie viele verschiedene Eishörnchen kann Doro 
sich kaufen? (Selter & Spiegel 2004a, S. 89) 
                                                          
 
 
3 Über die Anzahl und Benennung der kombinatorischen Grundfiguren herrscht kein 
Konsens. Einige Autoren (u.a. Selter & Spiegel 2004b) benennen vier elementare Figu-
ren. Bei den entsprechenden Autoren werden entweder die Permutationen oder die Varia-
tionen nicht mit aufgelistet. Die Permutationen ohne Wiederholung werden oftmals als 
Spezialfall der Variationen ohne Wiederholung beschrieben (beispielsweise bei Selter & 
Spiegel 2004b) oder die Variationen als Form der Permutationen ohne Wiederholung 
eingeordnet (vgl. bspw. Kütting & Sauer 2008, S. 138ff.). 
 
  




Silke möchte drei Geburtstagseinladungen verschicken. Sie hat 
einen roten, einen grünen, einen blauen und einen gelben Briefum-
schlag. Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, die drei Ein-
ladungen auf die Briefumschläge zu verteilen? (in Anlehnung an 




Lea und Lukas haben vier verschiedene Briefmarken. Sie entschei-
den, dass jeder von ihnen zwei Briefmarken bekommen soll. Wie 
viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, die Briefmarken aufzutei-
len?(in Anlehnung an Batanero et al.1997b, S. 9) 
Tab. 1.1 Beispiele für Selektions-, Distributions- und Partitionsprobleme 
 
Probleme mit zugrunde liegender Selektionsvorstellung  
Selektionsprobleme – wie die Eismannaufgabe – legen die Vorstellung nahe, aus 
einer Menge mit n Elementen eine Menge von k Elementen auszuwählen: 
Schlüsselwörter in den Problemstellungen, die die Idee des Auswählens sugge-
rieren, sind beispielsweise „wähle“, „nimm“, „suche aus“, „stelle zusammen“, 
etc.. Bei Selektionsproblemen wird somit unterschieden zwischen Aufgaben, bei 
denen die Reihenfolge, in der die Elemente ausgewählt werden, eine Rolle spielt 
oder nicht (Variationen oder Kombinationen) und, ob bei denen ein Element 
mehrfach ausgewählt werden darf oder nicht (mit und ohne Wiederholung) (vgl. 
Batanero et al. 1997b). 
 
Probleme mit zugrunde liegender Distributionsvorstellung  
Distributionsprobleme wie das Problem zu den „Geburtstagseinladungen“ legen 
die Vorstellung nahe, eine Menge mit n Objekten auf m Zellen zu verteilen bzw. 
eine Zuordnung von n Objekten zu m Zellen vorzunehmen (vgl. Batanero et al. 
1997a). Schlüsselwörter sind beispielsweise „platziere“, „weise ein / weise zu“, 
„lagere“, „bewahre auf“, „besetze“. In Problemen dieses Typs können die Be-
dingungen so geändert werden, dass verschiedene Verteilsituationen entstehen 
(vgl. Batanero et al. 1997b):  
 
 Situationen, in denen die zu verteilenden Gegenstände oder die Zellen 
(unterscheidbar) identisch sind oder nicht.  
 Situationen, in denen die Platzierung der zu verteilenden Gegenstände 
in einer Zelle eine Rolle spielt oder nicht.  
 Besondere Bedingungen, die der Verteilung zugrunde liegen, bspw. ei-
ne maximale Anzahl an Elementen in einer Zelle, die Möglichkeit leere 
Zellen zu haben usw.  
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Wesentlich ist, dass die Verteilung der Objekte auf die Zellen nicht, wie bei der 
Division, zwangsläufig „gleichmäßig“ erfolgen muss. Dubois (1984) unter-
scheidet zwischen sechs elementaren Typen im Distributionsmodell:  
 
 Geordnete Distributionen unterschiedlicher Objekte in unterscheidbare 
Zellen 
 Geordnete Distributionen unterschiedlicher Objekte in ununterscheid-
bare Zellen 
 Ungeordnete Distributionen unterschiedlicher Objekte in unterscheid-
bare Zellen 
 Ungeordnete Distributionen unterschiedlicher Objekte in ununter-
scheidbare Zellen 
 Distributionen ununterscheidbarer Objekte in unterscheidbare Zellen 
(da die Objekte ununterscheidbar sind, ist die Anordnung nicht von 
Bedeutung) 
 Distributionen ununterscheidbarer Objekte in ununterscheidbare Zellen 
(die Anordnung nicht von Bedeutung) 
Batanero et al. (1997b, S. 183) stellen in Anlehnung an Dubois (1984) heraus, 
dass weitere Bedingungen, wie beispielsweise die maximale Anzahl an Objek-
ten in einer Box oder die Möglichkeit leerer Boxen, die Lösungsfindung beein-
flussen:  
 
“In addition, other conditions, such as the maximum number of objects in 
each cell or the possibility of having empty cells are basic to finding the so-
lution to the problem. There is not a different combinatorial operation for 
each different type of distribution mentioned, and, moreover, the same com-
binatorial operation may be obtained with two different distribution prob-
lems.” (Batanero et al. 1997b, S. 183) 
 
Zugleich weist Dubois (1984), ebenso wie Lockwood (2012), auf den Zusam-
menhang zwischen Distributions- und Selektionsproblemen hin und zeigt auch 
auf, dass es nicht möglich ist, jedes unterschiedliche Distributionsproblem in ein 
Samplingproblem zu übersetzen (vgl. Dubois 1984, S. 46). 
 
Probleme mit zugrundeliegender Partitionsvorstellung  
Bei Partitionsproblemen, wie dem Briefmarkenproblem, wird das Teilen einer 
Menge von m Objekten in n Teilmengen suggeriert. Auch Begriffe, wie „auftei-
len, teilen, einteilen, spalten, zerlegen, abtrennen, abgrenzen“ legen diese Vor-
stellung der Problemlösung nahe. Anders als zwischen den Selektions- und 
Distributionsproblemen gibt es zwischen den Modellen der Partition und der 
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Distribution  einen bijektiven Zusammenhang: So kann die Verteilung von n 
Objekten auf m Zellen auch als Partition einer Menge mit m Elementen in n 
Teilmengen dargestellt werden (vgl. Dubois 1984). Godino et al. (2005, S. 10) 
weisen darauf hin, dass dieser Zusammenhang für die Lernenden jedoch nicht 
zwangsläufig offensichtlich ist.  
Um kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme lösen zu können, stellt die 
abzählende Kombinatorik heute eine Reihe von Konzepten, Strategien und Mo-
dellen zur Verfügung. Diese werden im folgenden Abschnitt genauer betrachtet.  
1.2 Vorgehensweisen zur Anzahlbestimmung 
Im Gegensatz zu anderen Bereichen der Mathematik, wie beispielsweise der 
Algebra, der Geometrie oder der Analysis, stellt die Kombinatorik keine strikt 
vorgeschriebenen Lösungsschemata oder Algorithmen zur Lösungsfindung zur 
Verfügung (vgl. Schrage 1996). Es geht vielmehr darum, aus einer Vielzahl 
verschiedener Lösungswege einen angemessenen Weg auszuwählen und eine 
passende Lösungsstrategie zu erkennen (vgl. Lockwood 2012; Hefendehl-
Hebeker & Törner 1984; Schrage 1996, S. 175). Das Erkennen einer geeigneten 
Lösungsstrategie und das Finden einer geeigneten Strukturierung stellt nach 
Hefendehl-Hebeker und Törner (1984) die zentrale Herausforderung dar:  
 
„Die eigentliche Schwierigkeit beim Lösen elementarer kombinatorischer 
Aufgabenstellungen besteht im Erkennen der passenden Lösungsstrategie 
sowie in der Strukturierung der Aufgabendaten in Form eines der Strategie 
angepassten Schemas.“ (ebd., S. 245) 
 
Grundsätzlich stehen zur Anzahlbestimmung verschiedene Zugänge zur Verfü-
gung, welche sich hinsichtlich des Grads an Abstraktion unterscheiden. Die 
Anzahlbestimmung kann über strukturierte Auflistungen vorgenommen werden, 
mit Hilfe fundamentaler Zählprinzipien oder auch mit Hilfe kombinatorischer 
Operationen. Neben diesen Zugängen gibt es weitere ikonische und symboli-
sche Darstellungen und Hilfsmittel, wie beispielsweise das Baumdiagramm, 
tabellarische Darstellungen und Codewörter, die zur Lösungsfindung beitragen 
können (vgl. Kütting & Sauer 2008).  
Aus fachdidaktischer Sicht ist zu berücksichtigen, dass die drei Zugänge nicht 
losgelöst voneinander betrachtet werden können, da das Verwenden der kombi-
natorischen Grundfiguren ein Verständnis der hinter den Regeln stehenden fun-
damentalen Ideen und Zählstrategien der Kombinatorik voraussetzt. Diese wie-
derum beruhen auf geeigneten Strukturierungen (vgl. Hefendehl-Hebeker & 
Törner 1984). 
Der elementarste Weg zur Lösungsbestimmung ist entsprechend der des struktu-
rierten Auflistens. Er wird im Rahmen dieser Arbeit auch als indirekte Anzahl-
  
Vorgehensweisen zur Anzahlbestimmung 15 
bestimmung bezeichnet, da im Gegensatz zu den beiden anderen Wegen keine 
unmittelbare Anzahlbestimmung erfolgt, sondern zunächst alle Objekte erstellt 
werden. Dieses Vorgehen ist jedoch insbesondere bei großen Anzahlen sehr 
aufwendig. Entsprechend geht es darum, geschicktere Zählstrategien und Dar-
stellungen zu entwickeln (vgl. Wittmann & Müller 1984). Das systematische 
Auflisten ermöglicht die Ableitung sinnvoller Zählstrategien und Zählprinzipien, 
die das Abzählen erleichtern. Mittels der Zählprinzipien ist daran anknüpfend 
eine auf Verständnis beruhende Rekonstruktion der zu den kombinatorischen 
Grundfiguren gehörenden Formeln möglich (vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 
1984).  
Im Folgenden werden die drei Zugangsweisen, die zugehörigen Konzepte sowie 
die Verknüpfungen zwischen den verschiedenen Zugängen genauer betrachtet. 
1.2.1 Anzahlbestimmung mit Hilfe strukturierter Auflistungen 
Ein möglicher Weg zur Anzahlbestimmung besteht darin, zunächst alle einzel-
nen Figuren zu notieren und dann über einfaches Abzählen der Figuren die 
Mächtigkeit der Figurenmenge zu bestimmen (vgl. Kütting 1994; Kütting & 
Sauer 2008). Zentral bei einer solchen auflistenden Anzahlbestimmung ist es, 
ausschließen zu können, dass Objekte doppelt notiert oder vergessen wurden. 
Dazu bietet es sich an, direkt eine strukturierte Auflistung vorzunehmen oder die 
Objekte anschließend zu strukturieren. Diese Darstellungen können zugleich 
auch genutzt werden, um später daraus die Zählprinzipien abzuleiten. Grund-
sätzlich sind verschiedene Strukturierungen bzw. Schematisierungen zur Lösung 
einer Aufgabe denkbar (vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 249). So 
unterscheiden Wittmann und Müller (1984) zwischen „räumlich Strukturieren 
und Zählen“ und „Aufspalten und Zählen“. Hefendehl-Hebeker und Törner 
(1984) unterscheiden zwischen einer statischen und  einer dynamischen Sicht. 
Unter der statischen Sicht werden die Ergebnisse eines Versuchsablaufs betrach-
tet, diese Ergebnisse entsprechen der gesuchten Figurenmenge und können, wie 
Wittmann und Müller es beschreiben, räumlich strukturiert werden. Die dynami-
sche Sicht hingegen beschreibt den Versuchsablauf, also die Erstellung der Ob-
jekte, diese werden dabei in ihre einzelnen Bestandteile aufgespalten und suk-
zessive zusammengesetzt. 
Die zwei möglichen Zugänge werden im Folgenden genauer betrachtet, dazu 
werden exemplarisch Strukturierungen für Wörter aus drei Buchstaben, bei 
denen die Wiederholung der Buchstaben erlaubt ist, vorgenommen. 
1.2.1.1 Räumlich Strukturieren und Zählen - statische Sicht 
Lockwood (2013) veranschaulicht zwei mögliche räumliche Strukturierungen 
für Wörter aus drei Buchstaben, bei denen die Wiederholung der Buchstaben 
erlaubt ist. In der linken Abbildung wurden die Wörter alphabetisch sortiert und 
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in Abhängigkeit von den Anfangsbuchstaben in Gruppen eingeteilt (vgl. Abbil-
dung 1.4 links). In der rechten Abbildung wurden ebenfalls Gruppen gebildet, 
allerdings in Abhängigkeit von der Anzahl verschiedener Buchstaben in den 
Wörtern (vgl. Abbildung 1.4 rechts). 
 
 
Abb. 1.4 Verschiedene Strukturierungen von Wörtern aus drei Buchstaben (Lock-
wood 2013, S. 257) 
 
Das „räumliche Strukturieren und Zählen“ beruht aus fachlicher Sicht darauf 
eine Klasseneinteilung der Figurenmenge vorzunehmen:  
 
„Die Mengen 𝐾  (𝑖 𝜖 𝐼)  bilden eine Klasseneinteilung von M, wenn die 
folgenden drei Bedingungen erfüllt sind:  
(i) ⋃ 𝐾       = M 
(ii) 𝐾 ⋂𝐾 = ∅, 𝑓𝑎𝑙𝑙𝑠  𝐾 ≠ 𝐾  
(iii) 𝐾 ≠ ∅ 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝑖 𝜖 𝐼 
Die Vereinigung aller Mengen 𝐾  ist M, je zwei verschiedene dieser Men-
gen sind disjunkt, keine dieser Mengen ist leer.“ (Kirsch 2004, S. 136). 
 
Die zu bestimmende Figurenmenge wird entsprechend räumlich in Teilmengen 
zerlegt. Wenn eine solche Strukturierung vorgenommen wird, ist im Sinne der 
Klasseneinteilung zu berücksichtigen, dass die gesuchte Figurenmenge M in 
Teilmengen zerlegt wird, die disjunkt sind und deren Vereinigungsmenge aller 
Klassen der Figurenmenge M entspricht (vgl. Kirsch 2004, S. 136). 
Eine genauere Betrachtung der vorgenommenen Strukturierungen zeigt, dass die 
zweite vorgenommene Strukturierung dabei auf einer Eigenschaft der zu erstel-
lenden Figuren beruht. So ist eine Strukturierung in Abhängigkeit von der An-
zahl verschiedener Elemente in einem Objekt (im Beispiel Buchstaben) dann 
möglich, wenn Wiederholungen zugelassen sind. Daraus lässt sich schlussfol-
gern, dass es Strukturierungen gibt, die abhängig von den Eigenschaften der zu 
erstellenden Figuren sind.  
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1.2.1.2  Aufspalten und Zählen- Dynamische Sicht  
Alternativ ist es auch möglich, die Strukturierung in Form eines Stufenablaufs 
zu organisieren. Diese Strukturierung lässt sich ikonisch mittels eines Baumdia-
gramms realisieren. Das Baumdiagramm visualisiert dabei sowohl den Lö-
sungsprozess als auch das Ergebnis: 
 
 
Abb. 1.5 3-Buchstabenwörter im Baumdiagramm (Lockwood 2013, S. 257) 
 
Jedes Stockwerk im Baum entspricht einer Entscheidungsstufe. So können die 
Wörter in einem dreistufigen Prozess konstruiert werden: Auf der ersten Ent-
scheidungsstufe wird der erste Buchstabe des Wortes gewählt, auf der zweiten 
Entscheidungsstufe der zweite und auf der dritten Entscheidungsstufe der dritte. 
Jede Astspitze stellt entsprechend eine Möglichkeit dar, den Entscheidungspro-
zess zu durchlaufen. Zu beachten ist die notwendige Unabhängigkeit der Ent-
scheidungen auf jeder Stufe. 
Bei der in Abschnitt 1.1.1 dargestellten Menüaufgabe ist diese Unabhängigkeit 
gegeben, da auf jeder Entscheidungsstufe aus einer anderen Grundmenge (Stufe 
1: Menge aller Vorspeisen, Stufe 2: Menge aller Hauptspeisen, Stufe 3: Menge 
aller Nachspeisen) ausgewählt wird. Dies ist jedoch nicht bei allen Aufgaben 
direkt gegeben. So wird beispielsweise bei der Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkar-
ten“ aus einer Grundmenge ausgewählt, in der insgesamt vier Ziffern zur Verfü-
gung stehen. Wird aus den vier Ziffernkarten auf der ersten Entscheidungsstufe 
die Zehnerziffer ausgewählt und auf der zweiten Entscheidungsstufe die Ei-
nerziffer, so ist bei der Ziehung der Einerziffer zu berücksichtigen, welche Zeh-
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nerziffer bereits gezogen wurde, da jede Ziffer nur ein einziges Mal gegeben ist. 
Demnach kann auf der zweiten Stufe jeweils nur noch aus drei Ziffern ausge-
wählt werden.  
Durch die Beschriftung der Pfade des Baumdiagramms entstehen Codewörter. 
Diese liefern, ebenso wie das Baumdiagramm selbst, geordnete Strukturen. 
Werden die Codewörter losgelöst vom Baumdiagramm notiert, so sind die Er-
gebnisse direkt ablesbar, eine Rekonstruktion des Lösungsvorganges wäre 
rückwirkend ebenfalls möglich (vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 1984). Zent-
ral ist, dass das Baumdiagramm einerseits eine dynamische Sicht auf den Lö-
sungsprozess ermöglicht. Die entstandenen Codewörter am Ende der Pfade 
liefern zugleich eine Strukturierung der Figurenmenge und lassen sich als Struk-
turierung der Menge in Teilmengen auffassen. Zu beachten ist jedoch, dass es 
sich dabei, wie exemplarisch für die Wörter aus drei Buchstaben gezeigt, nur um 
eine mögliche Strukturierung der Figurenmenge handelt. 
1.2.2 Anzahlbestimmung mit Hilfe fundamentaler Zählstrategien 
Bei fundamentalen Zählstrategien bzw. Zählprinzipien handelt es sich um einfa-
che; aber grundlegende Ideen der kombinatorischen Mathematik. Fundamental 
deshalb, weil fast jedes Zählproblem – zumindest auf dem Level der Schulma-
thematik – durch geschickte Anwendung dieser Prinzipien gelöst werden kann 
(vgl. Schrage 1996). „Zählstrategien beruhen darauf“, so Wittmann und Müller 
(1984, S. 219), „dass man eine vorhandene Struktur des zu zählenden Bereichs 
ausnützt oder eine geeignete Strukturierung vornimmt.“ Die Gültigkeit der 
Zählstrategien lässt sich auf grundlegende Gesetze der Mengenlehre zurückfüh-
ren (vgl. Jeger 1973). 
Die Liste fundamentaler Zählprinzipien ist in der Literatur nicht einheitlich, 
ebenso wie die Bezeichnung der verschiedenen Prinzipien bzw. Strategien (vgl. 
bspw. die Auflistungen und Begriffe bei Aigner 1993, 2007; Danckwerts et al. 
1985; Kütting & Sauer 2008; Ruwisch 2010a oder Selter & Spiegel 2004b, S. 
291). Eine besonders ausführliche Auflistung und Darstellung wird von Schrage 
(1996) vorgenommen. Er benennt sieben Prinzipien, die sich zur Lösung kom-
binatorischer Problemstellungen als zentral erweisen (vgl. ebd.; S. 198ff.). Da-
runter sind vier, die sich  auf das Anwenden grundlegender mathematischer 
Rechenoperationen beziehen und im Rahmen dieser Arbeit als operationale 
Strategien bezeichnet werden.  
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Die drei weiteren Prinzipien, im Folgenden als heuristische Strategien4 benannt, 
finden auch in anderen Bereichen der Mathematik Anwendung.  
1.2.2.1 Operationale Strategien 
Die meisten Autoren beschränken sich bei der Benennung zentraler kombinato-
rischer Zählstrategien auf operationale Strategien (vgl. Danckwerts et al. 1985; 
Engel 1973; Engel et al. 1974; Kütting & Sauer 2008 oder Ruwisch 2010b, S. 
40). Trotz unterschiedlicher Akzentuierungen und verwendeter Begrifflichkeiten 
herrscht ein breiter Konsens über die herausragende Stellung des Additionsprin-
zips und des allgemeinen Zählprinzips.  
Das Additionsprinzip 
Hinter dem Additionsprinzip, auch als „Regel des getrennten Abzählens“ (He-
fendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 252), „Additionsregel“ oder „Summenre-
gel“ (Ruwisch 2010a; Selter & Spiegel 2004b, S. 301) bekannt, steckt die Idee, 
die Mächtigkeit einer Menge A zu bestimmen, indem diese zunächst systema-
tisch in überschaubare Teilmengen zerlegt wird. Die Anzahl der Elemente der 





„Suppose that there are n disjoint sets with 𝑘  Elementen elementsin the first 
set, 𝑘  elements in the second etc. Then the number of elements in the union of 
the sets is 𝑘 +𝑘 +⋯+ 𝑘 .  
(Schrage 1996, S. 190). 
 
Wesentlich ist bei diesem Prinzip, dass es sich um disjunkte Mengen 
𝑘 , 𝑘 , 𝑘 ,… , 𝑘   handelt. So wäre es beispielsweise nicht möglich, die Tischten-
nisaufgabe (vgl. 2.1.1; 6 Spieler, jeder spielt genau einmal gegen jeden anderen) 
zu lösen, indem die Anzahl der Spiele, die die einzelnen Spieler bestreiten (je-
weils 5), aufsummiert werden. Durch dieses Vorgehen würden Paarungen dop-
pelt gezählt. 
                                                          
 
 
4 Klix definiert heuristische Strategien folgendermaßen: „Unter heuristischen Strategien 
verstehen wir Regeln für die Transformation von Problemzuständen, die aus einer Menge 
von Problemsituationen abstrahiert sind und die folglich auf Klassen von Problemen 
angewandt werden können." (Klix 1976, S. 724). 
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Das allgemeine Zählprinzip 
Unter den fundamentalen Zählprinzipien nimmt das allgemeine Zählprinzip, 
auch bekannt als Produktregel, Multiplikationsregel (vgl. Kütting & Sauer 2008, 
S. 83) oder als grundlegendes Zählprinzips, eine herausragende Stellung ein 
(vgl. Selter & Spiegel 2004b, S. 291). Nach Kirsch (2004, S. 25) ist das Prinzip 
eng mit der Kreuzproduktregel verwandt, jedoch allgemeiner anwendbar.  
Das auch als Mengenprodukt oder kartesisches Produkt benannte Kreuzprodukt 
ist eine grundlegende Konstruktion aus der Mengenlehre, um aus gegebenen 
Mengen eine neue Menge zu erzeugen:  
 
(Kreuz-)Produktregel: card (A×B) = card A ∙ card B 
 
„Unter dem Kreuzprodukt oder kartesischem Produkt AxB der Mengen A und B 
versteht man die Menge aller Paare; deren erstes Glied zu A und deren zweites 
zu B gehört: AxB = die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit a Element A 
und b Element B. Die Kardinalzahl des Kreuzprodukts zweier Mengen ist das 
Produkt der Kardinalzahlen der beiden Mengen.“  
(Kirsch 2004, S. 23 f.) 
Der Definition ist zu entnehmen, dass es bei der Kreuzproduktregel darum geht, 
die Elemente verschiedener Mengen auf alle möglichen Wege miteinander zu 
verknüpfen. Mit Hilfe des allgemeinen Zählprinzips lassen sich auch Mengen 
abzählen, die sich nicht ohne Weiteres als Kreuzprodukt darstellen lassen. Die 
zentrale Idee des allgemeinen Zählprinzips besteht darin, die Aufgabendaten, 
wie beim Baumdiagramm (vgl. 2.2.1), in Form eines Stufenablaufes zu organi-
sieren (vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 1984). Anstatt die Anzahl der Astspit-
zen im Baum mühsam aufzusummieren, macht man sich die Erkenntnis zunut-
ze, dass die Addition gleicher Summanden auch als Multiplikation aufgefasst 
werden kann (vgl. Selter & Spiegel 2004b). Entsprechend gilt:  
 
Das allgemeine Zählprinzip  
 
„Besteht ein Experiment aus n einfachen Teilversuchen, die unabhängig vonei-
nander auszuführen sind, und gibt es  𝑘  mögliche Ergebnisse für den 1. Teil-
versuch, 𝑘  mögliche Ergebnisse für den 2. Teilversuch und 𝑘  mögliche Er-
gebnisse für den n-ten Teilversuch, dann hat das zusammengesetzte Experiment 
insgesamt  𝑘  ∙ 𝑘 ∙…∙ 𝑘 verschiedene mögliche Ergebnisse.“ 
(Kütting & Sauer 2008, S. 82) 
 
Bei der Anwendung des allgemeinen Zählprinzips spielt die Reihenfolge der 
Besetzung der Stellen bzw. der Teilexperimente keine Rolle. Ebenso wie im 
Baumdiagramm können die Plätze in beliebiger Reihenfolge besetzt bzw. die 
Teilexperimente in beliebiger Reihenfolge durchgeführt werden. In der Me-
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nüaufgabe kann man beispielsweise auch erst die Nachspeise, dann die Vorspei-
se und anschließend erst das Hauptgericht auswählen, ohne dass die Reihenfolge 
der Auswahl etwas an der Anzahl der Menüzusammenstellungen ändert (vgl. 
Kütting & Sauer 2008, S. 83). Entscheidend ist, dass eine vorgenommene Stu-
fung die Unabhängigkeit der Stufen garantiert.  
Das Prinzip des Ein- & Ausschaltens 
Das Prinzip des Ein- und Ausschaltens (engl.: principle of inclusion and exclu-
sion) verallgemeinert das Additionsprinzip, entsprechend wird es auch „allge-
meiner Additionssatz“ genannt (Kütting & Sauer 2008, S. 109). Es ermöglicht, 
die Anzahlbestimmung über die Addition auch auf Mengen zu übertragen, deren 
Teilmengen nicht disjunkt sind. So lässt sich z. B. die Tischtennisaufgabe unter 
Verwendung des Prinzips des Ein- & Ausschaltens lösen. Um die Anzahl aller 
Spiele auf dem Tischtennisturnier zu bestimmen, wird zunächst die Anzahl der 
Spiele jedes einzelnen Spielers ermittelt. Anschließend werden die Anzahlen 
aufsummiert (Einschalten). Da dabei jedoch Spiele doppelt gezählt werden, wird 
die Anzahl der doppelt gezählten Spiele abschließend subtrahiert (Ausschalten). 
Wittmann und Müller (1984) sprechen daher auch von „erschwerter Addition 
und Subtraktion“. 
Mathematisch macht man sich bei der Idee des Ein-& Ausschaltens die Tatsache 
zunutze, dass die Vereinigung zweier endlicher Mengen A und B genau der 
Differenz aus der Summe der beiden Mengen und der Schnittmenge von A und 
B entspricht. 
 
Das Prinzip des Ein- & Ausschaltens 
 
Die Vereinigung zweier endlicher Mengen A und B entspricht genau der Diffe-
renz der Summe der beiden Mengen und der Schnittmenge von A und B:  
|𝐴 ∪ 𝐵| = |𝐴| + |𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐵| 
 
(vgl. Kütting & Sauer 2008, S.109) 
 
Die Formulierung des Prinzips wurde hier für zwei endliche Mengen vorge-
nommen, ist allerding ebenfalls auf die Vereinigung mehrerer Mengen übertrag-
bar.  
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Die Quotientenregel 
Dieses Prinzip, auch als Prinzip der Schäfer bekannt, beschreibt, ebenso wie das 
Prinzip des Ein- & Ausschaltens, einen Weg des indirekten Zählens (vgl. Kirsch 
2004). Denn oft ist es nur schwer möglich, eine Anzahl in einem Zug zu be-
stimmen. Daher wird zunächst ein größerer Bestand gezählt und anschließend 
werden Klassen von Elementen gebildet, die unter einem bestimmten Aspekt als 
gleichwertig erachtet werden. Das unter dem Pseudonym „Nicolas Bourbaki“ 
bekannte französische Autorenkollektiv aus Mathematikern verdeutlichte das 
Prinzip mittels einer Anekdote über einen Schäfer. Dieser solle die Anzahl sei-
ner Schafe bestimmen, indem er die Beine der Tiere zählte und die erhaltene 
Anzahl durch 4 teilte, um von der Anzahl der Beine auf die Anzahl der Tiere 




„Seien B und S zwei Mengen mit (endlichen) Kardinalzahlen b und s, und sei f 
eine Surjektion von B auf S, so dass die Mengen 𝑓  (y) für alle y 𝜖 S die Mäch-
tigkeit c haben. Dann gilt b = s  ∙c.“  
 
(Hefendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 253) 
 
Unter der Abbildung f wird die Menge B in s Äquivalenzklassen mit jeweils der 
Mächtigkeit c geteilt. Fächert man die Klassen wieder in ihre Elemente auf, so 
erhält man die Menge b. Es ist daher möglich, die Elemente von B auf zwei 
verschiedene Weisen zu zählen: direkt oder in zwei Stufen. Entweder wird zu-
nächst die Anzahl s der Äquivalenzklassen bestimmt und anschließend die An-
zahl c der Elemente pro Klasse ermittelt oder die Anzahl der s Klassen wird 
berechnet, wenn b und c bekannt sind. Das Prinzip der Schäfer lässt sich dem-
nach zu einer Strategie modifizieren, die Hefendehl-Hebeker und Törner (1984, 
S. 254) die „Strategie der Auffächerung bzw. Klassenbildung“ nennen. Diese 
konkretisiert sich in der Einführung und Rücknahme von künstlichen Anord-
nungen und Unterscheidungen (vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 
253).  
1.2.2.2  Heuristische Strategien  
Schrage (1996) benennt drei weitere Prinzipien zur Anzahlbestimmung: das 
Fubiniprinzip, das Prinzip der Rekursion und das Prinzip des indirekten Zäh-
lens. Während bei den beiden zuletzt genannten Prinzipien das Erkennen und 
Nutzen von Strukturzusammenhängen zwischen Problemstellungen zentral ist, 
beschreibt  das Fubiniprinzip hingegen, wann zwei Lösungswege als äquivalent 
angesehen werden können.  
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Das Fubiniprinzip 
 “When two formulas enumerate the same set, then they must be equal“ 
(Aigner 2007 S. 6) 
 
Dem im Englischen auch als “Rule of Counting in two ways” (vgl. bspw. Aig-
ner, 2007; Schrage 1996, S. 194) bekannte Fubiniprinzip oder Regel vom zwei-
fachen Abzählen (Aigner 1993, S. 4) liegt die Idee zugrunde, dass zwei Formeln 
oder Rechenwege, die die gleiche Menge auszählen, gleich sein müssen.  
Dahinter steckt die allgemeine Erkenntnis, dass es verschiedene Wege gibt, um 
zu einer Lösung zu gelangen. Mittels dieses Prinzips können kombinatorische 
Identitäten abgeleitet werden, indem zwei verschiedene Formeln für die gleiche 
Anzahl an Elementen entwickelt werden. Für die Kombinatorik spielt dieses 
Prinzip beispielsweise bei der Bestimmung des Binomialkoeffizienten eine 
wichtige Rolle. So kann man zur leichteren Bestimmung der Anzahlen von der 




„Sei (S, T) ein Inzidenzsystem, und für a 𝜖 S bezeichne r(a) die Anzahl der zu a 
inzidenten Elemente aus T, und analog r (b) für b 𝜖 T die zu b inzidenten Ele-
mente aus S. Dann gilt: 
∑ r(a) = ∈ ∑ r(b)" ∈  (Aigner 1993, S. 4). 
Das Rekursionsprinzip 
Der Begriff Rekursion ist vom lateinischen Wort recurrere abgeleitet, was mit 
„zurücklaufen“ gleichbedeutend ist. Im Begriff selbst steckt bereits der zentrale 
Gedanke des Prinzips: Die Grundidee besteht darin, soweit „zurückzulaufen“ 
bis man eine Anzahl kennt und ausgehend von dieser zu überlegen, wie viele 
weitere Möglichkeiten fehlen, um die gesuchte Figurenmenge bestimmen zu 
können5. Zur Lösung der kombinatorischen Anzahlbestimmungsprobleme las-
sen sich rekursive Folgen definieren.  
  
                                                          
 
 
5 Zu einer umfassenden Beschreibung des Rekursionsprinzips vgl. Winter 1992, S. 125f. 
  




Ganz allgemein versteht man unter einer rekursiven Folge, die „Bezeichnung 
für eine Folge < 𝑎 > bei welcher das n-te Glied gemäß einer Rekursionsvor-
schrift (Rekursion) aus den vorangegangenen Gliedern berechnet werden kann. 
Bei einfach rekursiven Folgen berechnet man 𝑎  aus 𝑎    wobei ein Anfangs-
wert 𝑎  vorgegeben ist.“  
(Rolles, Unger et al. 2000, S. 537)  
 
Die Lösung der Tischtennisaufgabe mittels des Rekursionsprinzips würde ent-
sprechend wie folgt aussehen: Die Anzahl der Spiele auf einem Turnier mit 
sechs Spielern wird bestimmt, indem auf die Anzahl aller Spiele auf einem Tur-
nier mit fünf Spielern zurückgegriffen wird. Es muss lediglich die Anzahl der 
Spiele, die die sechste Person bestreiten muss, addiert werden. Ist die Anzahl der 
Spiele von fünf Spielern nicht bekannt, so geht man weiter zurück und überlegt, 
wie viele Spiele es bei vier, bei drei oder bei zwei Spielern gibt, schließt von 
dieser Lösung auf die Anzahl der Spielpaarungen bei fünf und von da aus 
schließlich auf die Anzahl der Spiele bei sechs Spielern. 
Das Prinzip des indirekten Zählens 
Hinter der „Gleichheitsregel“ (Aigner 1993, S. 4) oder dem Prinzip des indirek-
ten Zählens steckt die grundsätzliche Idee, eine gesuchte Anzahl zu einem gege-
benen Problem zu bestimmen, indem man dieses durch ein äquivalentes, aber 
einfacheres Problem ersetzt, dessen Anzahl man bestimmt oder ggf. bereits 
kennt und anschließend entsprechend auf das eigentliche Problem überträgt. Die 
gesuchte Anzahl wird somit indirekt ermittelt.  
 
Prinzip des indirekten Zählens 
 
„Existiert eine Bijektion zwischen zwei Mengen S und T, so gilt |S|=|T|“  
(Aigner 1993, S. 4) 
 
Existiert eine solche Bijektion zwischen zwei Mengen, so sind diese isomorph 
zueinander (vgl. Kirsch 2004). Eine solche Isomorphie zwischen zwei Mengen 
zu zeigen, ist entsprechend auf zwei Wegen möglich: „Wenn nun zwischen zwei 
Mengen A und B von irgendwelchen Gegenständen eine eineindeutige Zuord-
nung hergestellt werden kann - was hat man davon? Man weiß ohne Abzählen, 
dass beide Mengen gleich viele Elemente, d.h. die gleiche Kardinalzahl besitzen. 
Das umgekehrte ist auch wahr: Wenn zwei Mengen die gleiche Kardinalzahl 
haben, kann man eine eineindeutige Zuordnung zwischen ihnen herstellen.“ 
(Kirsch 2004, S. 16 f.).  
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Das Nutzen der Isomorphie ist hingegen nur über einen Weg möglich: „Um die 
unbekannte Kardinalzahl card A einer gegebenen Menge A zu bestimmen stellt 
man entsprechend eine solche eineindeutige Zuordnung zwischen der Menge A 
und einer anderen Menge B her, deren Kardinalzahl card B schon bekannt oder 
aber leichter bestimmbar ist. Dann weiß man, dass card A = card B ist“ (Kirsch 
2004, S. 16 f.). 
Mittels des Prinzips lässt sich beispielsweise die Anzahl aller Teilmengen einer 
n-elementigen Menge ermitteln: Die Teilmengen lassen sich als die Anzahl der 
0-1-Folgen einer Länge n deuten, für die die Anzahlbestimmung sehr einfach ist. 
Besonders zentral ist der hier beschriebene Weg des indirekten Zählens für das 
Nutzen kombinatorischer Operationen, welche im Folgenden genauer betrachtet 
werden. 
1.2.3 Anzahlbestimmung mit Hilfe kombinatorischer Operationen 
Ebenso, wie für klassische Anzahlbestimmungsprobleme die Grundoperationen 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zur Verfügung stehen, 
stellt die abzählende Kombinatorik komplexere Operationen für eine Reihe von 
Problemstellungen bereit. 
So können die Grundfiguren direkt mittels dieser Operationen gelöst werden. 
Probleme, die diesen grundlegenden Problemstellungen nicht entsprechen, kön-
nen gelöst werden, indem sie in kleinere Teilprobleme zerlegt und so auf die 
klassischen Grundfiguren zurückgeführt werden (vgl. Jeger 1973, S. 8). Insofern 
stellt das Lösen kombinatorischer Probleme mit Hilfe der kombinatorischen 
Operationen einen dritten Zugang dar.  
1.2.3.1 Kombinatorische Operationen und Konzepte 
Die zur Verfügung stehenden Operationen zu den Grundfiguren werden im 
Folgenden unter Rückbezug auf die beschriebenen Zählstrategien (vgl. 1.2.2) 
hergeleitet6. Ziel ist es, Beziehungen zwischen den Zählprinzipien und den 
kombinatorischen Operationen aufzuzeigen und zugleich auch Beziehungen 
zwischen den verschiedenen kombinatorischen Operationen herzustellen. 
  
                                                          
 
 
6 Zu berücksichtigen ist, dass es eine Reihe verschiedener Wege gibt, die Formeln herzu-
leiten und darzustellen. Bei den dargestellten Zugängen handelt sich demnach um mögli-
che ausgewählte Zugänge. 
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Permutationen ohne und mit Wiederholung 
„Permutationen von Dingen nenne ich die Aenderungen, durch welche unter 
Beibehaltung derselben Anzahl von Dingen ihre Ordnung und Stellung ver-
schiedentlich vertauscht wird. Wenn also darnach gefragt ist, wie oft einige 
Dinge unter einander umgestellt und vertauscht werden können, so sagt man, 
dass alle Permutationen jener Dinge gesucht werden“  
(Bernoulli 1713, S. 74,  dt. Übersetzung Haussner1899, S. 78 ) 
 
Bei Figuren des Typs „Permutationen“ (lat. permutare: vertauschen oder umstel-
len) ist eine n-elementige Menge gegeben und gesucht ist die Anzahl aller mög-
lichen Anordnungen der n Elemente. Zu unterscheiden ist zwischen solchen 
Mengen, in denen alle n Elemente verschieden sind (Permutationen ohne Wie-
derholung) und Mengen, in denen einige Elemente mehrfach vorkommen, die 
also nicht unterscheidbar sind (Permutationen mit Wiederholung) (vgl. Kütting 
& Sauer 2008, S. 84ff). 
Operationen zur Anzahlbestimmung von Permutationen 
Um eine Formel zur Anzahlbestimmung der Permutationen ohne Wiederholung 
mittels des allgemeinen Zählprinzips herzuleiten, ist es notwendig, die Daten in 
Form eines Stufenablaufs zu organisieren. Da aus einer Grundmenge mit n Ele-
menten ausgewählt wird, muss berücksichtigt werden, dass sich die Anzahl der 
Elemente, aus der ausgewählt werden kann, auf jeder Entscheidungsstufe um 1 
verringert. Ausgehend von n Möglichkeiten auf der ersten Entscheidungsstufe, 
bleiben (n-1) Möglichkeiten für die zweite Entscheidungsstufe, bis auf der n-ten 
Stufe schließlich nur noch ein Element übrig ist. Die Anzahl der n-
Permutationen ohne Wiederholungen aus n Elementen beträgt demnach:  
𝑛! = 𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑛 − (𝑛 − 1)) (vgl. Kütting & Sauer 2008, S. 
84) 
Bei Figuren des Typs Permutationen mit Wiederholung ist ebenfalls eine Menge 
mit n Elementen vorgegeben, Hierbei können jedoch einzelne Elemente mehr-
fach vorkommen. Die Anzahl der Permutationen mit Wiederholungen lässt sich 
ausgehend von der Bestimmung der Anzahl der Permutationen ohne Wiederho-
lung leicht ermitteln, indem das Prinzip des Schäfers genutzt wird: Die Anzahl 
der Auswahlmöglichkeiten aus n Elementen wird auf jeder Entscheidungsstufe 
um 1 kleiner. Wären alle Elemente unterschiedlich, so gäbe es entsprechend n! 
Möglichkeiten. Zu berücksichtigen ist nun zudem, dass es einige Lösungen gibt, 
die nicht zu unterscheiden sind, da sie in der n-elementigen Menge mehrfach 
vorkommen können. Die nicht unterscheidbaren Möglichkeiten werden dann zu 
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einer Klasse zusammengefügt. Gezählt wird anschließend die Anzahl verschie-
dener Klassen:  
 !
  ! ∙   ! ∙… ∙   !








Abb. 1.6 Kombinatorische Operationen zur Bestimmung von Permutationen ohne 
und mit Wiederholung 
Variationen ohne und mit Wiederholung 
Bei Figuren des Typs „Variationen“ sind Mengen mit n Elementen vorgegeben. 
Gesucht ist die Anzahl aller Möglichkeiten eine k-elementige Auswahl aus die-
ser Menge zu treffen und diese auf alle möglichen Arten anzuordnen. Zu unter-
scheiden ist auch hier, ob in den Mengen alle n Elemente unterscheidbar sind 
(Variationen ohne Wiederholung) oder ob Elemente in den Mengen mehrfach 
vorkommen (Variationen mit Wiederholung) (vgl. Kütting & Sauer 2008, S. 87 
ff). Kütting und Sauer (ebd.) sprechen anstelle von Variationen ohne Wiederho-
lung auch von „k-Permutationen ohne Wiederholung aus n Elementen“. 
Bernoulli (1713, S. 124 nach deutscher Übersetzung Haussner 1899, S. 121) 
nennt die gesuchten Figuren „Combinationen in Verbindung mit ihren Permuta-
tionen“ (de combinationibus et permutationibus mixtim spectatis). Beide Begrif-
fe zeigen den engen Zusammenhang zu den Permutationen und Kombinationen 
auf und deuten damit mögliche Wege zur Anzahlbestimmung an. Bei Variatio-
nen ohne Wiederholung dürfen sich die Elemente innerhalb einer Figur nicht 
wiederholen. Auch Batanero et al. (1996) weisen bezugnehmend auf Piaget 
darauf hin, dass die Variationen die Synthese aus den Kombinationen und den 
Variationen darstellen: „Las variaciones son vistas por Piaget como la s´intesis 
de las operaciones de combinación y permutación” (ebd., S. 69). Diesen 
Zusammenhang veranschaulichen sie an einem Beispiel En las variaciones de 
dos objetos A y B tomados dos a dos, AA, AB, BA y BB, intervienen 
simultáneamente las combinaciones (AA, BB; AB) y las permutaicones (AB y 
BA)” (ebd., S. 69). Sie zeigen auf, dass es insgesamt folgende vier Variationen 
mit Wiederholungen aus den zwei Elementen A und B gibt: AA, AB, BA & BB. 
Diese Menge entspricht zugleich der Vereinigungsmenge der Kombinationen 







𝑠 ! ∙ 𝑠 ! ∙ … ∙ 𝑠 !
 
𝑚𝑖𝑡 𝑠 + 𝑠 …+ 𝑠 
= 𝑘 
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Operationen zur Anzahlbestimmung von Variationen 
Zur Anzahlbestimmung von Variationen mit und ohne Wiederholung gibt es 
unter Rückgriff auf das Fundamentalprinzip des Zählens sowie auf die Anzahl-
bestimmung bei den Permutationen ohne Wiederholung zwei Möglichkeiten:  
(1) Wie bei den Permutationen ohne Wiederholung wird bei den Variationen 
ohne Wiederholung aus einer Grundmenge ausgewählt. Entsprechend verringert 
sich die Anzahl der Auswahlmöglichkeiten ausgehend von n Möglichkeiten auf 
der ersten Stufe sukzessive immer um 1, da die getroffene Auswahl auf der 
nächsten Stufe nicht mehr zur Verfügung steht. Der Unterschied zu den Permu-
tationen ohne Wiederholung besteht lediglich in der Anzahl der Entscheidungs-
stufen. Bei den Variationen werden k-Auswahlen aus n Elementen getroffen, 
entsprechend gibt es k Stufen, während bei den Permutationen hingegen n Stu-
fen existieren. Entsprechend stehen  auf der ersten Entscheidungsstufe n Aus-
wahlmöglichkeiten, auf der zweiten Stufe (n-1) Auswahlmöglichkeiten und auf 
der k-ten Stufe (n-(k-1)) Möglichkeiten zur Verfügung. Die Anzahl der Variatio-
nen ohne Wiederholungen aus n Elementen lässt mittels folgender Formel be-
rechnen: 
𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑛 − (𝑘 − 1) ). 
 
(2) Ausgehend von der bereits bekannten Anzahl an Möglichkeiten für Permuta-
tionen ohne Wiederholung kann alternativ mittels des Prinzips der Schäfer ein 
Weg zur Lösung gefunden werden: Dazu werden von den Permutationen ohne 
Wiederholung diejenigen Elemente zu einer Klasse zusammengefasst, die in den 
Anordnungen der letzten nk Elemente übereinstimmen. Es ergeben sich insge-
samt 
 !
(   )!
 verschiedene Klassen. Diese geben die Anzahl aller Variationen ohne 




=    𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑛 − (𝑘 − 1) ) 
Im Gegensatz zu den Variationen ohne Wiederholung dürfen bei Figuren des 
Typs Variationen mit Wiederholung die Elemente innerhalb einer Figur wieder-
holt auftreten (vgl. Kütting 1994, S. 124f.). Entsprechend gibt es auf jeder der k 
Entscheidungsstufe n Auswahlmöglichkeiten. So ergeben sich gemäß des allge-
meinen Zählprinzips insgesamt 𝑛  verschiedene Variationen mit Wiederholung. 
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Abb. 1.7 Kombinatorische Operationen zur Bestimmung von Variationen ohne und 
mit Wiederholung 
Kombinationen ohne und mit Wiederholung 
„Combinationen von Dingen sind Verbindungen solcher Art, dass aus einer 
gegebenen Anzahl von Dingen einige herausgenommen und miteinander ver-
bunden werden, ohne dass ihre Ordnung und Stellung irgendwie berücksichtigt 
wird.“ 
(Bernoulli 1713, S. 82 nach dt. Übersetzung Haussner 1899, S. 82) 
 
Bei Figuren des Typs „Kombinationen“ ist eine Menge mit n Elementen vorge-
geben. Betrachtet wird die Auswahl von k Elementen. Zusammenstellungen, 
welche dieselben Elemente in verschiedener Anordnung enthalten, werden als 
gleich angesehen (vgl. Kütting 1994, S. 115). Es wird unterschieden zwischen 
Kombinationen ohne Wiederholung, in denen alle n Elemente verschieden sind 
und Kombinationen mit Wiederholung, bei denen auch nicht unterscheidbare 
Elemente in der Ausgangsmenge enthalten sein können (vgl. Kütting & Sauer 
2008, S.143ff). 
Operationen zur Anzahlbestimmung von Kombinationen 
Die Anzahlbestimmung der Kombinationen ohne Wiederholung kann unter 
anderem mit Hilfe der Formel zur Berechnung der Variationen ohne Wiederho-
lung und durch die Anwendung des Prinzips der Schäfer vorgenommen werden 
(vgl. Hefendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 254) oder alternativ rekursiv unter 
Zuhilfenahme Hilfe des Pascal´schen Dreiecks.  
(1) Ausgehend von der Anzahl der Variationen ohne Wiederholung: 
 !
(   )!
 ist zu 
berücksichtigen, dass bei den Kombinationen alle Figuren, in denen die gleichen 
Elemente enthalten sind, als gleich angesehen werden. Entsprechend fasst man 
diese Figuren zu Klassen zusammen und zählt, um auf die Anzahl aller Kombi-
nationen ohne Wiederholung schließen zu können, die Anzahl der Klassen. Um 
diese bestimmen zu können, bleibt zu überlegen, wie groß die Anzahl der Ele-
mente innerhalb einer Klasse ist. Die Anzahl entspricht genau k!, da es für die 
Auswahl von k Elementen genau k! Permutationen gibt. Entsprechend ent-
spricht die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung  
 !
 !(   )!
. 
Variationen ohne Wiederholung Variationen mit Wiederholung 
𝑛!
(𝑛 − 𝑘)!
=    𝑛 ∙ (𝑛 − 1) ∙ … ∙  (𝑛 − (𝑘 − 1)  𝑛  
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(2) Der Binomialkoeffizient (   
 
) ist die symbolische Darstellung der Kombina-
tionen ohne Wiederholung. Er gibt an, auf wie viele verschiedene Arten ohne 
Zurücklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge, k Objekte aus einer Menge 





 !(   )!
. 
 
Das Pascal´sche Dreieck stellt die Binomialkoeffizienten dar und liefert ein 
rekursives Berechnungsschema für die Kombinationen ohne Wiederholung. Die 
Binomialkoeffizienten sind im Dreieck derart angeordnet, dass jeder Eintrag die 
Summe der zwei darüber stehenden Einträge ist und sich demnach entsprechend 
auch rekursiv ermitteln lässt:  
 
  
Abb. 1.8 links: Anordnung der Binomialkoeffizienten im Pascal’schen Dreieck; 
rechts: Anzahlen im Pascal Dreieck 
 
Anders als bei einem Baumdiagramm beziehungsweise in einer Tabelle werden 
im Pascal´schen Dreieck nicht die verschiedenen Kombinationsmöglichkeiten 
dargestellt, sondern wird lediglich deren Anzahl bestimmt. Diese Darstellung 
ermöglicht es jedoch, eine Reihe kombinatorischer Probleme rekursiv zu lösen. 
Bei Kombinationen mit Wiederholung ist die Anzahlbestimmung mit Hilfe des 
allgemeinen Zählprinzips nicht ohne Weiteres möglich. Dabei sind zwei Aspekte 
zu berücksichtigen: Innerhalb einer Figur dürfen gleiche Elemente wiederholt 
vorkommen und Figuren, die die gleichen Elemente in verschiedener Anord-
nung enthalten, werden als gleich angesehen. Ein möglicher Lösungsansatz 
besteht nach Kütting und Sauer (2008) diesbezüglich darin, die Anzahl über das 
Prinzip des indirekten Zählens zu ermitteln, also ein gleichwertiges, jedoch 
leichter zu lösendes Problem zu suchen und darüber die Anzahl zu bestimmen. 
Dies gelingt z. B. mit Hilfe von 0-1 Folgen: Die Kombinationen mit Wiederho-
lung werden als Auswahl von k Elementen aus n unterschiedlichen Fächern 
gedeutet. Elemente in einem Fach sind gleich, Elemente verschiedener Fächer 
sind unterschiedlich. Die Auswahl eines Elements aus einem Fach wird mit 1 
protokolliert. Um die Auswahl aus verschiedenen Fächern darzustellen, werden 
die (𝑛 − 1) Abtrennungen zwischen den Fächern mit 0 modelliert. Da jede 
Auswahl vom Umfang k das Zeichen „1“ k-mal liefert, entsteht eine Zeichen-
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folge aus 𝑘 +  𝑛 − 1 Zeichen. Für diese gibt es entsprechend (𝑘 +  𝑛 −  1)! 
verschiedene Permutationen. Jede dieser Zeichenfolgen ist festgelegt durch die 
(𝑛 − 1) Zeichen 0. Eine Vertauschung dieser Zeichen hat keine Konsequenzen, 
da diese nicht unterscheidbar sind. Daher müssen im Sinne des Prinzips der 
Schäfer die Vertauschungen zu einer Klasse zusammengefügt werden, wofür es 
genau (𝑛 − 1)! Möglichkeiten gibt. Ebenso gilt für die k nicht unterscheidbaren 
Elemente, dass diese als eine Klasse gezählt werden müssen (vgl. Kütting & 
Sauer 2008, S. 99). Dafür gibt es (     
   
) =
(     )!
 !(   )!
= (     
 
) verschiedene 
Arten. Für die Kombinationen ohne und mit Wiederholung ergeben sich ent-
sprechend folgende Operationen: 
Abb. 1.9 Kombinatorische Operationen zur Bestimmung von Kombinationen ohne 
und mit Wiederholung 
 
Zusammenfassend ergeben sich auf der Grundlage der vorangegangenen Aus-












mit Berücksichtigung der Reihenfolge 















(𝑛 − 𝑘)! ∙ 𝑘!
 





𝑠 ! ∙ 𝑠 ! ∙ … ∙ 𝑠 !
 
𝑚𝑖𝑡 𝑘
= 𝑠 +⋯+ 𝑠  
(




(𝑛 + 𝑘 − 1)!
(𝑛 − 1)!  ∙ 𝑘!
 
 




Kombinationen ohne Wiederholung Kombinationen mit Wiederholung 
𝑛!
𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 
(𝑛 + 𝑘 − 1)!
𝑘! (𝑛 − 1)!
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Die Tabelle (Tab. 1.2) zeigt eine Übersicht über die verschiedenen kombinatori-
schen Grundfiguren und die dazugehörigen Operationen. Zentral ist, dass zur 
Anwendung dieser Operationen in den jeweiligen Problemstellungen zu identi-
fizieren ist, welche kombinatorischen Figuren zu erstellen sind. 
1.2.3.2 Kombinatorische Modelle 
Das Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen mittels der dargestellten Operati-
onen ist dabei keinesfalls trivial, wie Hefendehl-Hebeker und Törner aufzeigen: 
 
„Didaktisch verkennt ein vorgefertigtes Lösungsschema die eigentlichen Anfor-
derungen beim Lösen kombinatorischer Aufgaben. Bereits das Erkennen des 
Aufgabentyps erfordert beim Schüler die Fähigkeit zur Analyse der vorgelegten 
Aufgaben und deren Übersetzung in ein Modell, in dem die Grundfiguren formu-
liert sind. (Hefendehl-Hebeker & Törner 1984, S. 247). 
 
Um kombinatorische Probleme mittels der zur Verfügung stehenden kombinato-
rischen Operationen lösen zu können, bedarf es demnach der Identifizierung der 
in den Aufgabenstellungen implizierten Grundfiguren bzw. einer Zerlegung des 
Problems in Teilprobleme, die den Grundfiguren entsprechen. Zur Lösungsfin-
dung ist entsprechend das Erkennen des isomorphen Zusammenhangs zwischen 
den zu lösenden Aufgabenstellungen notwendig. Diese Identifizierung ist maß-
geblich von den in den Aufgaben gegebenen Handlungsvorstellungen (vgl. 
1.1.2) abhängig. Um die entsprechenden Anzahlen mit Hilfe der kombinatori-
schen Operationen bestimmen zu können, werden in der Kombinatorik ver-
schiedene Modelle bzw. Sichtweisen zu den Grundfiguren angeboten, die den 
angegebenen Handlungsvorstellungen (Selektion, Distribution und Partition vgl 
1.1.2) nahe kommen: (1) das Urnenmodell, (2) das Verteilungsmodell und (3) 
das Wortmodell. Jedes der genannten Modelle kann konsequent für alle in Be-
tracht kommenden kombinatorischen Figuren durchgezogen werden (Kütting & 
Sauer 2008, S. 85). Die Formulierung der kombinatorischen Grundfiguren in 




Vorgehensweisen zur Anzahlbestimmung 33 
Verteilungs-
modell 




Verteilung von auf n Fächer auf n Plätze Mit einer 
Urne mit n 
nummerier-
ten Kugeln  
Mit einem Alp-
















(𝑛 + 𝑘 − 1)!













(𝑛 − 𝑘)! ∙ 𝑘!
 





















Dabei ist  1 ≤











so, dass das i-
te Fach s  
Kugeln enthält 





k , … , k  
s!
k ! ∙ … ∙ k !
 
Dabei ist 








Kugel s  mal 
vorkommt 
(für 1 ≤ i ≤
n) 
Beliebiges in 
dem das i-te 
Zeichen s  mal 
vorkommt (für 
1 ≤ i ≤ n) 






Wort der Länge s 
Tab. 1.3 Übersicht Kombinatorische Grundbegriffe in Anlehnung an Borges (1981, 
S. 150) 
 
(1) Das Urnenmodell fokussiert in erster Linie auf Auswahlprozesse. Aus einer 
Urne mit n Kugeln werden nacheinander k Kugeln gezogen. Zu unterscheiden 
ist, ob die Kugel zurückgelegt wird oder nicht. Zudem ist zu beachten, ob die 
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Kugeln mit bzw. ohne Berücksichtigung der Reihenfolge gezogen werden bzw. 
ob die Kugeln unterscheidbar sind oder nicht (vgl. Kütting & Sauer 2008).  
 
(2) Im Verteilungsmodell – auch „Teilchen-Fächer-Modell“ (vgl. Selter & Spie-
gel 2004b) genannt – geht es um das Belegen von Fächern mit Gegenständen 
bzw. um das Verteilen von unterscheidbaren bzw. ununterscheidbaren Kugeln 
auf Zellen ohne bzw. mit Ausschlussprinzip. Anstelle der Unterscheidbarkeit der 
Kugeln ist der Frage nachzugehen, in welches Fach die Kugel soll und ob weite-
re Kugeln in einem Fach erlaubt sind. Diese Tätigkeit legt die Vorstellung des 
Verteilens bzw. Abbildens nahe (vgl. Kütting & Sauer 2008 ).  
 
(3) Im Wortmodell wird eine Modellierung über die Anordnung von n Zeichen 
vorgenommen. Es werden k Zeichen ausgewählt. Zu unterscheiden ist zwischen 
Situationen, in denen die Anordnung der Zeichen von bzw. nicht von Bedeutung 
ist und zwischen Zeichenanordnungen, in denen Zeichen nur einmal oder mehr-
fach verwendet werden dürfen (vgl. Jeger 1973).  
 
In der mathematikdidaktischen Literatur werden die kombinatorischen Operati-
onen unterschiedlich dargestellt. Teilweise wird Bezug auf ein spezielles Modell 
genommen (vgl. Kirsch 1973; Jeger 1973). Insbesondere in der aktuelleren 
Literatur werden die Figuren aber auch in verschiedenen Modellvorstellungen 
dargestellt (vgl. Kütting 1994; Kütting & Sauer 2008). Neben den an Inhalten 
gekoppelten Modellen gibt es auch eine interpretationsunabhängige Benennung 
sowie das Mengenmodell (vgl. Borges 1979, 1981), beide werden in neuen 
Schulbüchern jedoch nicht verwendet. 
1.3 Anzahlbestimmungen aus historischer Perspektive 
Die heute zur Verfügung stehenden Strategien, Hilfsmittel und kombinatori-
schen Operationen zur Anzahlbestimmung kombinatorischer Figuren unterlie-
gen einer langen geschichtlichen Entwicklung, wie die Ausführungen von Biggs 
(1974), Tropfke (1924, S. 64 ff) und weiteren Autoren (u.a. Flachsmeyer 1969; 
Scheid 1984; Schmidt 1992) aufzeigen. Hefendehl-Hebeker (1989) geht davon 
aus, dass sich die Betrachtung der Genese der heutigen Operationen und Strate-
gien aus mathematikdidaktischer Sicht als bedeutsam erweist, da diese u.a. 
Hinweise auf mögliche Schwierigkeiten und Fehler von Lernenden geben kann:  
 
„Nun muss man damit rechnen, dass geistige Hürden, die sich im Verständ-
nis eines mathematischen Gegenstandes im Laufe seiner geschichtlichen 
Entwicklung entgegengestellt haben, auch die Lernprozesse unserer heutigen 
Schüler/innen blockieren können. Ihre Kenntnis kann also helfen im gegen-
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wärtigen Unterricht Lernschwierigkeiten zu verstehen, zu antizipieren und 
aufzufangen“ (Hefendehl-Hebeker 1989, S. 7)  
 
Unter dieser Perspektive ist anzunehmen, dass Kenntnisse bezüglich der phylo-
genetischen Entwicklung dazu beitragen können, die Denkwege und Vorge-
hensweisen von Lernenden besser zu verstehen. 
 
Ein Blick in die Geschichte der Mathematik zeigt, dass ab dem 12. Jahrhundert 
in verschiedenen Epochen und Kulturen bereits Formeln zur Anzahlermittlung 
von Kombinationen sowie den Permutationen bekannt sind. Dabei wurden die 
Formeln zur Berechnung von Permutationen und Kombinationen in der Regel 
über ein rekursives Vorgehen gewonnen:  
Der Inder Bhaskara kennt bereits im 12. Jahrhundert die Anzahl der Kombinati-
onen von n Elementen zur pten Klasse ohne Wiederholung sowie die Permutatio-
nen einer gegebenen Elementgruppe mit und ohne Wiederholung. Im Mittelalter 
werden in Europa von Pacioli, Buckley, Cardano, Stifel und Boetius einzelne 
Formeln zur Berechnung spezieller Permutations- und Kombinationsprobleme 
ermittelt. 1634 entwickelt der französische Mathematiker Hergione eine erste 
ganz allgemeine Aufstellung der Kombinationsformel, bevor Pascal um 1654 in 
seiner Abhandlung über das arithmetische Dreieck die Verbindung zwischen 
Kombinationszahlen, den figurierten Zahlen und den Binomialkoeffizienten 
herstellte. 1666 betrachtete Leibniz in seiner Ars combinatoria nicht nur Kombi-
nationen, sondern auch Permutationen (vgl. Tropfke 1924, S. 64 ff).  
Besonders auffällig ist, dass mit Ausnahme der Arbeiten Ben Gersons die Varia-
tionen erst in den Arbeiten Bernoullis ab1713 Beachtung finden: Ben Gerson 
besitzt bereits Anfang des vierzehnten Jahrhunderts beträchtliche Erkenntnisse, 
die er in seiner hebräisch geschriebenen Schrift „Werke des Rechnens“ von 
1321 festhält. Er kennt bereits Permutationen, ferner Kombinationen und Varia-
tionen von n Elementen zur pten Klasse mit und ohne Wiederholung und unter-
scheidet dabei scharf zwischen Kombinationen und Variationen: 
 
„Eine Verschiedenheit in den Gruppen ist auf zwei Weisen möglich; entwe-
der unterscheiden sie sich in ihren Elementen oder sie unterscheiden sich 
nur in der Reihenfolge“. (ebd., S. 64). 
 
Bei Ben Gerson werden bereits Zusammenhänge zwischen den verschiedenen 
heute bekannten Grundfiguren hergestellt. Tropfke (1924, S.65) führt die von 
Ben Gerson erarbeiteten Hauptformeln unter Verwendung der modernen 
Schreibweise wie folgt aus:  
„Pn  die Anzahl von Permutationen von n Elementen, 𝐶 
 
 die Kombinations-
zahl von n Elementen zu je p, 𝑉 
 
 die entsprechende Variationszahl.  
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𝑉 
  = n∙(n-1). Für Variationen spricht Ben Gerson von „Gruppe zu zwei“, 
die sich in ihren Elementen oder in der Reihenfolge unterscheiden. 
𝑉 
   







 ∙ 𝑃 . 
𝐶 
 = 𝑉 
 
: 𝑃 . 
𝐶 




Die Errungenschaften Ben Gersons gehen jedoch, so Tropfke, „verloren“. Er 
verweist darauf, dass erst bei Bernoulli, die „bisher noch fehlenden Formeln für 
Variationen (ohne Wiederholung) auftauchen“ (ebd., S. 69). Bernoulli (1713, S. 
124 nach deutscher Übersetzung Haussner 1899, S. 121) beschreibt Variationen 
ohne und mit Wiederholung über ihre Beziehung zu den Kombinationen und 
Permutationen und berechnet die Anzahl aller Variationen über den Rückgriff 
auf die Bestimmung der Anzahl aller Kombinationen und aller Permutationen: 
 
„Es bleibt uns also noch übrig, in diesem und in den folgenden Kapiteln die 
Lehre von den Combinationen in Verbindung mit ihren Permutationen (d.i. 
von den Variationen) zu entwickeln, indem wir zeigen, auf wie viele ver-
schiedene Arten mehrere verschiedene oder theilweise einander gleiche 
Dinge zu einer oder zu mehreren Classen mit einander combinirt und dann n 
jeder Combination permutirt werden können, und zwar sowohl wenn keines 
der gegebenen Dinge mit sich selbst combinirt werdden darf, als auch wenn 
dies gestattet ist.  
 
Es ist die Anzahl der Variationen mehrer von einander verschiedener Dinge, 
von denen kein Ding mit sich selbst combinirt werden darf zu einer bestimm-
ten Classe zu finden. Die Lösung dieser Aufgabe ist nach dem Vorhergehen-
den leicht anzugeben. Wenn n verschiedene Dinge zu einer cten Classe mit ei-
nander zu combiniren sind, so ist die Anzahl der Combinationen, wenn auf 
die Reihenfolge der Dinge keine Rücksicht genommen wird gleich ( 
 
) [nach 
Kapilel IV]. Jede dieser Combinationen enthält c verschiedene Elemente, 
welche [nach Kapitel I] 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 𝑐 a die Reihenfolge ändern können. 
Folglich ist die Anzahl der Combinationen, wenn die Reihenfolge der Dinge 
berücksichtigt wird, d.i. der Variationen, um ebenso viele Male größer als 
die obige Combinationszahl, also gleich 
( 
 
) ∙ 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 𝑐 = n∙ (𝑛 − 1) ∙ (𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑛 − 𝑐 + 1)“ 
 
Besonders auffällig bei der Betrachtung der historischen Zugänge zur Lösung 
kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme ist die starke Fokussierung auf 
Kombinations- und Permutationsprobleme sowie insbesondere auf den Ansatz, 
die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung über die Kombinationen und 
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Permutationen zu bestimmen. Im heutigen Unterricht findet in der Regel der 
umgekehrte Weg statt: Eine Betrachtung ausgewählter deutscher Schulbücher 
für die Sekundarstufe 1: Elemente der Mathematik (Griesel, Postul & Suhr 
2009), Mathematik Neue Wege (Lergenmüller & Schmidt 2008), Fokus Mathe-
matik (Lütticken & Uhl 2009) zeigt, dass diese die kombinatorischen Operatio-
nen hauptsächlich ausgehend von der allgemeinen Produktregel herleiten, indem 
diese auf besondere Situationen (vorrangig Auswahlsituationen) angewendet 
wird. In der Regel werden zunächst die Permutationen sowie die Variationen mit 
und ohne Wiederholung eingeführt. Die Formeln zur Bestimmung von Kombi-
nationen werden über den Rückgriff auf die Variationen gewonnen, indem Ob-
jekte, die sich nur bezüglich ihrer Reihenfolge unterscheiden, als gleich angese-
hen und entsprechend zu einer Klasse zusammengefasst werden.  
1.4 Zusammenfassung und Konsequenzen 
In der Einleitung wurde aufgezeigt, dass es unter propädeutischen Gesichts-
punkten genauerer Informationen darüber bedarf, wie Lernende in der Primar-
stufe kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme lösen und in welcher Be-
ziehung diese zu den mathematischen Strategien und Konzepten stehen. In die-
sem Kapitel wurde dazu zunächst der Gegenstand der kombinatorischen An-
zahlbestimmung aus einer vorrangig fachlichen Perspektive genauer in den 
Blick genommen. Es wurde geklärt, was unter „kombinatorischer Anzahlbe-
stimmung“ zu verstehen ist, welche besonderen Charakteristika kombinatori-
schen Anzahlbestimmungsprobleme im Vergleich zu anderen Problemstellungen 
aufweisen (1.1), welche fachlichen Zugänge und Konzepte zum Lösen dieser 
Problemstellungen vorliegen (1.2) sowie welche Zugänge zum Lösen von Prob-
lemstellungen in der geschichtlichen Entwicklung verwendet wurden und inso-
fern ggf. in ähnlicher Form von den Lernenden verwendet werden (1.3). Nach-
folgend werden jene Ergebnisse des vorliegenden Kapitels zusammenfassend 
dargestellt sowie diskutiert, die im Sinne des Spiralprinzips für den Grundschul-
unterricht von zentraler Bedeutung sind.  
Für Thematisierung im Unterricht ist zentral, dass in kombinatorischen An-
zahlbestimmungsproblemen Figurenmengen gezählt werden. Damit unterschei-
den diese sich von den, den Lernenden bekannten Anzahlbestimmungsproble-
men Die einzelnen Figuren der Menge bestehen aus mehreren Elementen und 
müssen zunächst unter der Berücksichtigung vorgegebener Kompositionsgeset-
ze erstellt oder gedanklich so strukturiert werden, dass auf dieser Basis die An-
zahl bestimmt werden kann. Klassifiziert werden können Anzahlbestimmungs-
probleme hinsichtlich der Eigenschaften der zu erstellenden Figurenmenge (u.a. 
das Kreuzprodukt zweier Mengen, Kombinationen aus Elementen, Vertau-
schung der Anordnung von Elementen), als auch nach den impliziten Modell- 
bzw. Handlungsvorstellungen. Beide Größen haben aus fachlicher Sichte einen 
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zentralen Einfluss auf das Lösen der Problemstellungen, welche im Folgenden 
noch genauer dargestellt werden. In anderen kombinatorischen Problemstellun-
gen steht das Erstellen einer Figurenmenge oder deren Anzahlbestimmung eben-
falls im Mittelpunkt. Von besonderer Bedeutung ist unter propädeutischen Ge-
sichtspunkten die Beziehung zwischen Anzahl- und Auflistungsproblemen. So 
sind beide durch das vollständige Erstellen der Figurenmenge lösbar. Bei Auflis-
tungsproblemen ist das Erstellen der Lösungen notwendig, bei Anzahlbestim-
mungsproblemen ein möglicher Weg unter verschiedenen (vgl. 1.1).  
Zur Lösung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme gibt es drei Zu-
gangsweisen, die sich bezüglich ihres Grads an Abstraktion unterscheiden (vgl. 
1.2): 
 
(1) Auf elementarem Niveau ist es, wie bereits benannt, möglich, Anzahlbe-
stimmungsprobleme indirekt über das strukturierte Auflisten und das an-
schließende Abzählen zu lösen. Grundsätzlich sind so verschiedene 
Strukturierungen der gesuchten Figurenmenge möglich. 
(2) Auf abstrakterem Niveau ist eine direkte Anzahlbestimmung unter Ver-
wendung von Zählstrategien möglich. Dabei gibt es neben additiven und 
multiplikativen Strategien und der Anwendung von Kompensationsstra-
tegien auch strukturelle Gemeinsamkeiten zwischen Aufgabenstellungen, 
die zur Anzahlbestimmung genutzt werden können. 
(3) Als dritter Zugang ist es möglich Anzahlbestimmungsprobleme mit Hilfe 
kombinatorischer Operationen zu lösen. Dazu bedarf es eines konzeptio-
nellen Verständnisses der kombinatorischen Operationen sowie einer 
Übersetzung in die jeweiligen zur Verfügung stehenden Modelle, in de-
nen die kombinatorischen Operationen formuliert sind.  
 
Schrage (1996) zeigt auf, dass es grundsätzlich möglich ist, kombinatorische 
Anzahlbestimmungsprobleme vor der Thematisierung kombinatorischer Kon-
zepte informell über das Erstellen aller Möglichkeiten oder durch die Anwen-
dung von Zählstrategien zu lösen, wenn die elementaren Rechenoperationen 
bekannt sind.  
Die drei beschriebenen Zugänge sind zudem insgesamt nicht losgelöst vonei-
nander zu betrachten. Aus den vorgenommenen Strukturierungen lassen sich 
Zählstrategien ableiten, aus diesen wiederum die für die Grundfiguren zur Ver-
fügung stehenden kombinatorischen Operationen. Insofern empfehlen Wittmann 
und Müller (1984, S. 221) auch im Sinne des Spiralprinzips die Thematisierung 
von Strukturierungen sowie elementaren Zählstrategien in der Grundschule. Sie 
konkretisieren dies und regen eine Einführung in „räumlich Strukturieren und 
Zählen“, „Aufspalten und Zählen“ und „Erschwerte Addition und Subtraktion“ 
auf dem experimentellen und ikonischen Niveau an. „Eine Ablösung der Strate-
gien von den einzelnen Beispielen und eine Schematisierung der Formeln, so 
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Wittmann und Müller (1984, S. 221), „muss der zweiten Windung der Spirale in 
der Sekundarstufe 1 vorbehalten bleiben.“  
 
Die Größen „kombinatorische Figur“ und „implizite Handlungsvorstellung“ 
sind dabei aus fachdidaktischer Sicht zu berücksichtigende Einflussfaktoren. 
Mögliche Strukturierungen können auf den Eigenschaften der Figurenmenge 
beruhen. Sie sind zugleich bei der Anwendung von Zählstrategien und kombina-
torischen Operationen zu berücksichtigen. Um die Aufgabenstellungen mittels 
der Zählstrategien oder kombinatorischer Operationen lösen zu können, bedarf 
es einer mathematischen Modellierung. Diese wird maßgeblich durch die in den 
Aufgaben impliziten Handlungsvorstellungen beeinflusst.  
 
Neben der Beziehung der drei Zugänge ist zudem bedeutsam, dass einige der 
kombinatorischen Grundfiguren gemeinsame Eigenschaften besitzen und inso-
fern Beziehungen zwischen den kombinatorischen Operationen bestehen, wel-
che auch zur Herleitung der Operationen verwendet werden können (vgl. 1.2.3). 
Hinsichtlich dieser Herleitung wurde zu Teilen konträre Herangehensweisen 
zwischen den historischen Zugängen und den  heutigen Zugängen in der Schule 
herausgestellt (vgl. 1.3). Diese betreffen insbesondere die Erarbeitung der kom-
binatorischen Operationen, welche in der historischen Entwicklung zunächst für 
Kombinationen und Permutationen oftmals über ein rekursives Vorgehen ermit-
telt wurden, die Ableitung einer Operation zu den Variationen basiert auf der 
Vereinigung dieser Operationen. Heute werden die Operationen hingegen über 
die Produktregel gewonnen. Diese Unterschiede sind insofern von Interesse, als 
zu Teilen zwischen phylo- und ontogenetischen Entwicklungen von Konzepten 
Ähnlichkeiten  festgestellt werden können. Übereinstimmungen in den Vorge-
hens- und Denkweisen der Lernenden und den historischen Wegen können inso-
fern gegebenenfalls Schwierigkeiten von Lernenden im Unterricht erklären. 
 
Für die Thematisierung von Anzahlbestimmungsproblemen im Sinne des Spi-
ralprinzips ist aus der fachlichen Betrachtung abzuleiten, dass in der Grundschu-
le das strukturierte Auflisten und das Ableiten von Zählstrategien im Fokus 
stehen sollten. Da, wie in der Einleitung dargestellt zudem angenommen wird, 
dass Unterricht im Sinne des genetischen Prinzips zu gestalten sei, bedarf es 
insbesondere der Kenntnisse über die Denk- und Vorgehensweisen von Lernen-
den hinsichtlich der benannten Schwerpunkte, da diese den Ausgangspunkt des 
Lernprozesses bilden. Konkret sind insbesondere Kenntnisse bezüglich der 
Rolle von Strukturierungen in den Lösungsprozessen von Lernenden und hin-
sichtlich des Verwendens von Strukturierungs- und Zählstrategien notwendig. 
Zudem ist zu klären welchen Einfluss verschiedene Größen auf die Strategien 
der Lernenden haben. 
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Es stellt sich die Frage, welche Informationen diesbezüglich in der mathematik-
didaktischen Forschung bereits vorliegen. Dieser wird in Kapitel 2 nachgegan-
gen. 
 2 Das Lösen kombinatorischer Probleme im Spiegel der 
mathematikdidaktischen Forschung 
„Um ein besseres inhaltliches Verständnis für kombinatorische Aufgaben zu 
erreichen, ist es sinnvoll, mit einer propädeutischen Behandlung entsprechender 
Inhalte im Sinne des Spiralprinzips bereits in der Grundschule zu beginnen. 
Viele Grundschüler besitzen auch schon intuitive Vorkenntnisse zum Lösen kom-
binatorischer Aufgaben.“ 
(Neubert 2001a, S. 52) 
 
Neubert (2001a) weist darauf hin, dass Lernende bereits in der Grundschule 
intuitive Vorkenntnisse zum Lösen kombinatorischer Problemstellungen besit-
zen. Unter der heute vorherrschenden und dieser Arbeit zugrunde liegenden 
sozialkonstruktivistischen Sichtweise auf das Lernen spielen diese Vorkenntnis-
se eine zentrale Rolle (vgl. Gerstenmaier & Mandl 1995). Im Sinne dieses Lehr-
und Lernverständnisses beruht der Erwerb von Wissen immer auf der individu-
ellen aktiven Konstruktion mentaler Strukturen auf der Basis vorhandener  Vor-
stellungen (vgl. Duit 1995, S. 905). Lernende werden insofern als aktiv han-
delnd bei dem Erwerb von Wissen wahrgenommen (vgl. von Glasersfeld 1997, 
S. 48). Zudem wird im Sinne von Conceptual Change Ansätzen (vgl. Carey 
1985; Duit 1996; Posner, Strike, Hewson & Gertzog 1982) angenommen, dass 
dieses Wissen nicht einfach zu bereits existierenden „addiert“ wird. Lernen wird 
vielmehr als das Vernetzen von neuem Wissen mit dem bereits vorhandenen 
Wissen verstanden. Vorstellungen und Konzepte von Lernenden, die von den 
fachlichen Konzepten abweichen werden unter dieser Sichtweise nicht als Defi-
zite und zu vermeiden wahrgenommen, sondern vielmehr als sinnvolle und 
natürliche Bestandteile eines Lernprozesses, die produktiv genutzt werden kön-
nen. Dazu bedarf es jedoch nicht nur der Kenntnis über die Denk- und Vorge-
hensweisen von Lernenden, sondern zugleich auch des Wissens über Gemein-
samkeiten und Unterschiede zu den fachlichen Konzepten. 
Dieses Kapitel richtet den Blick entsprechend unter Rückbezug auf die fachli-
chen Strategien und Konzepte vorrangig auf die Vorkenntnisse von Lernenden. 
Im Fokus stehen, aufgrund der in Abschnitt 1.3 gewonnenen Erkenntnisse, der 
mathematikdidaktische Kenntnisstand bezüglich der Strukturierungs- und Zähl-
strategien zur Anzahlbestimmung sowie der Einfluss verschiedener Größen auf 
die Strategien von Lernenden.  
In Abschnitt 2.1 werden zunächst grundlegende Einflussfaktoren auf die Vorge-
hensweisen beim Lösen kombinatorischer Probleme in den Blick genommen. 
Daran knüpft eine Beschreibung der Kenntnisse über die Rolle von Strukturie-
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rungen beim Lösen von Auflistungsproblemen und, soweit bekannt, bei Anzahl-
bestimmungsproblemen an (2.2), bevor verschiedene Konzepte zur Beschrei-
bung der Strukturierungen und Strukturierungsstrategien dargestellt werden 
(2.3). In den Abschnitten 2.4 und 2.5 werden die Strukturierungsstrategien bei 
Auflistungs- und Anzahlbestimmungsproblemen sowie anschließend die Zähl-
strategien von Lernenden zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen in den 
Blick genommen. Abschließend erfolgt eine Zusammenfassung der zentralen 
Erkenntnisse bezüglich des Lösens von Anzahlbestimmungsproblemen und 
darauf basierend die Ableitung weiterer Forschungsinteressen sowie Konse-
quenzen für die Erhebung informeller Anzahlbestimmungsstrategien (2.5).  
 
In diesem Kapitel werden dabei vorrangig Untersuchungen und Erkenntnisse 
zur kombinatorischen Anzahlbestimmung und zum Lösen kombinatorischer 
Aufzählprobleme vor der Thematisierung im Unterricht berücksichtigt. Die 
vorgenommene Ausweitung auf die Darstellung von Erkenntnissen zum Lösen 
kombinatorischer Aufzählprobleme erweist sich insofern als sinnvoll und not-
wendig, als zu Anzahlbestimmungsproblemen nur wenige Informationen vorlie-
gen. Da in Abschnitt 1.2 aufgezeigt wurde, dass Anzahlbestimmungsprobleme 
auch indirekt über das Auflisten aller Lösungen bestimmt werden können, sind 
Parallelen zwischen den Lösungswegen anzunehmen, zugleich ist jedoch zu 
berücksichtigen, dass Anzahlbestimmungsprobleme anders als Auflistungsprob-
leme auch mittels Zählstrategien und kombinatorischer Operationen gelöst wer-
den können. Teilweise wird zusätzlich auf weitere Untersuchungen aus anderen 
Schulstufen zurückgegriffen, wenn für die Grundschule geringe Erkenntnisse 
vorliegen bzw. anzunehmen ist, dass die Ergebnisse der Studien aus dem Se-
kundarbereich auch für die propädeutische Thematisierung kombinatorischer 
Anzahlbestimmungsprobleme in der Grundschule relevant sind. Dies gilt unter 
anderem für den nachfolgenden Abschnitt zum Einfluss verschiedener Größen 
auf die Anzahlbestimmung. 
2.1 Einflussfaktoren 
„In the assessment of the subjects combinatorial knowledge ask variables have 
to be considered to obtain a more valid and comprehensive account of its gene-
sis and evolution.” 
(Batanero et al. 1997b, S. 196) 
 
Untersuchungen zu kombinatorischen Auflistungs- und Anzahlbestimmungs-
problemen geben erste Aufschlüsse darüber, welche Faktoren die Vorgehenswei-
sen von Lernenden beeinflussen. Ganz allgemein lassen sich verschiedene Ein-
flussfaktoren identifizieren, die sich drei Einflussbereichen zuordnen lassen: den 
kombinatorischen Aufgabenstellungen, den Lernenden und dem Unterricht. Die 
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drei Einflussbereiche sind dabei nicht unabhängig voneinander zu betrachten, 
sondern bedingen einander wechselseitig. So zeigen Untersuchungen von Fisch-
bein und Gazit (1988) sowie Batanero et al. (1997a, 1997b), dass es unter ande-
rem altersabhängige Unterschiede in der Strategiewahl gibt, die Wahl der Stra-
tegie jedoch zugleich auch von Aufgabenvariablen, wie dem der Aufgabe impli-
ziten Modell und der kombinatorischen Operation, abhängt. Offensichtlich ist, 
dass Lernende nur dann eine kombinatorische Operation zur Lösungsfindung 
nutzen können, wenn sie in der Lage sind, wesentliche zur Lösung notwendige 
Informationen aus der Aufgabe herauszulesen und diese anschließend in ein 
Modell, in dem die Grundfiguren formuliert sind, zu übersetzen. Die erfolgrei-
che Anwendung kombinatorischer Operationen geschieht in Abhängigkeit von 
den Aufgabendaten und den Vorkenntnissen des Lernenden. Die Betrachtung 
dieser Größen und insbesondere die Kenntnisse darüber, welche Einflüsse diese 
Faktoren auf Vorgehensweisen und Vorstellungen von Lernenden beim Lösen 
kombinatorischer Aufgabenstellungen haben, ist entsprechend von wesentlicher 
Bedeutung.  
Der bisherige Kenntnisstand über den Einfluss verschiedener Aufgaben- und 
Personenvariablen wird im Folgenden genauer betrachtet. Da im Rahmen dieser 
Untersuchung die vorunterrichtlichen Vorgehens- und Denkwege von Lernen-
den im Mittelpunkt stehen, wird der Einflussfaktor „Unterricht“ nur insofern 
aufgegriffen als er Bestandteil der referierten Studien zu den Aufgaben- und 
Personenvariablen ist. 
2.1.1 Aufgabenvariablen 
Die Ergebnisse internationaler Studien (vgl. Batanero et al. 1997a, 1997b; 
Fischbein, Pampu & Minzat 1970; Fischbein & Gazit 1988; Fischbein & 
Grossman 1997; Hadar & Hadass 1981) liefern Informationen über den Einfluss 
verschiedener Aufgabenvariablen. Untersucht wurden unter Berücksichtigung 
des Alters der Lernenden und dem Einfluss von Instruktionen 
 die der Aufgabe zugrunde liegende kombinatorische Figur,  
 die zugrunde liegende Modellvorstellung, 
 die Art und die Anzahl der zu kombinierenden Elemente  
und deren Einwirkung auf die Erfolgsquoten, die Vorgehensweisen sowie typi-
sche Fehler und Schwierigkeiten. Bezüglich des Einflusses des gegebenen Kon-
textes und der sprachlich syntaktischen Struktur der jeweiligen Aufgabenstel-
lungen liegen hingegen bislang kaum Informationen vor (vgl. Godino et al. 
2005).  
Erste umfassende empirische Erkenntnisse zu den Einflussfaktoren stammen 
insbesondere aus den Studien des Psychologen Fischbein und seiner Kollegen 
(u.a. Fischbein et al. 1970; Fischbein 1975; Fischbein & Gazit 1988; Fischbein 
  
44 Das Lösen kombinatorischer Probleme im Spiegel der 
mathematikdidaktischen Forschung  
& Grossman 1997) sowie der spanischen Mathematikdidaktiker Batanero, 
Godino und Navarro-Pelayo (Batanero et al. 1997a, 1997b). Die Untersuchun-
gen zeigen, dass die gegebenen Aufgabendaten, ebenso wie bei anderen mathe-
matischen Aufgabenstellungen, bspw. bei der Lösung von Multiplikations- und 
Divisionsaufgaben die Vorgehensweisen der Lernenden in hohem Maß beein-
flussen (zur Multiplikation vgl. bspw. Nesher 1988, zur Multiplikation und Di-
vision vgl. bspw. Bönig 1995; Mulligan & Mitchelmore 1997). Aus diesem 
Grund heben Batanero et al. (1997a) Aufgabenvariablen als einen wesentlichen 
zu berücksichtigenden Faktor bei der Erhebung der kombinatorischen Kenntnis-
se von Lernenden hervor. 
2.1.1.1 Kombinatorische Figuren 
Sowohl vor als auch nach der Thematisierung im Unterricht werden kombinato-
rische Aufgabenstellungen zu verschiedenen kombinatorischen Figuren von 
Lernenden unterschiedlich erfolgreich gelöst (vgl. Piaget & Inhelder 1975; 
Fischbein & Gazit 1988; Batanero et al. 1997a, 1997b). 
So verglichen Piaget und Inhelder (1975 im Original von 1951) in Interviews 
die Vorgehensweisen von Lernenden im Alter von 4 bis 14 Jahren bei der Bear-
beitung von Kombinations-, Variations- und Permutationsproblemen. Die gege-
benen Aufgabenstellungen unterschieden sich dabei hinsichtlich der gesuchten 
Figuren. Die gegebenen Zahlenwerte sowie die der Aufgabe zugrunde liegende 
Vorstellung waren gleich. Sie stellten dabei fest, dass Aufgabenstellungen in 
denen Permutationen gesucht werden von den Lernenden im Vergleich zu den 
anderen kombinatorischen Operationen am seltensten erfolgreich gelöst wurden. 
Es folgen Variationsaufgaben mit und ohne Wiederholung. Die höchste Erfolgs-
quote erzielten die Lernenden, die noch keine unterrichtlichen Vorkenntnisse 
besaßen, bei Kombinationsproblemen. 
Ähnliche Ergebnisse wurden auch in einer Untersuchung von Fischbein und 
Gazit (1988) mit 11- bis 12-jährigen und 13- bis 14-jährigen Lernenden festge-
stellt. Im Mittelpunkt der Untersuchung stand die Frage, welchen Einfluss Un-
terricht, in dem das Baumdiagramm als Lösungshilfe thematisiert wurde, auf 
den Lösungserfolg von Lernenden hat. Dazu erhielten die Lernenden einmal vor 
und zweimal nach der unterrichtlichen Thematisierung schriftliche Tests mit 




 Klasse 6 (11 bis 12 Jahre, n= 43) 
 
Klasse 8 (13 bis 14 Jahre, n=41) 




















Pretest 35,627 16,11 16,47 17,35 49,57 21,52 27,08 35,83 




39,68 46,27 43,86 44,60 60,09 62,91 52,87 49,07 
Tab. 2.1 Erfolgsquoten von Lernenden beim Lösen schriftlicher Anzahlbestim-
mungsprobleme (vgl. Fischbein & Gazit 1988, S. 196) 
 
Den Ergebnissen der Untersuchung (vgl. Tab. 2.1) ist zu entnehmen, dass vor 
der unterrichtlichen Thematisierung Permutationsprobleme in beiden Alters-
klassen am seltensten erfolgreich gelöst wurden (16,11 % und 21,52 %), gefolgt 
von Variationen mit Wiederholung (16,47 % und 27,08 %) und Variationen ohne 
Wiederholung (17,35 % und 35,83 %). Kombinationsaufgaben wurden im Ver-
gleich mit Abstand am häufigsten richtig gelöst (35,62% und 49,57%).  
Besonders auffällig ist des Weiteren, dass nach der Thematisierung des Baum-
diagramms im Unterricht die Kombinationsprobleme ohne Wiederholung so-
wohl von den Sechst- als auch von den Achtklässlern zunächst seltener erfolg-
reich gelöst werden als vorher (30,48 % statt 35,62 % und 39,19 % statt 
49,57 %) und mit einigem Abstand zu der unterrichtlichen Thematisierung wie-
der erfolgreicher gelöst werden (39,68 % statt 30,48% und 60,09% statt 
39,19%). Bei den anderen Figuren zeigen sich hingegen andere Tendenzen. 
Nachdem diese vor der Thematisierung im Unterricht nur in seltenen Fällen 
erfolgreich gelöst wurden liegt die Erfolgsquote nach der Thematisierung im 
Schnitt bei mehr als 50%, sie nimmt im nachgelagerten Posttest jedoch wieder 
ab. 
Die Ergebnisse der Untersuchung werfen einige Fragen auf. So bleibt u.a. offen, 
warum Kombinationsprobleme von Lernenden vor der unterrichtlichen Thema-
tisierung erfolgreicher gelöst werden, als Variations- oder Permutationsproble-
me. Zugleich stellt sich die Frage, weshalb die Kombinationen ohne Wiederho-
lung nach dem Unterricht zunächst seltener erfolgreich gelöst werden als vorher. 
Im Rahmen der beschriebenen Untersuchung bleibt auch offen, welche Vorge-
hensweisen Lernende bei den verschiedenen kombinatorischen Problemstellun-
                                                          
 
 
7 Die Zahlen geben Prozentwerte an, die durch das Zusammenlegen der Daten der drei-
zehn Items der vier kombinatorischen Figuren ermittelt wurden (entnommen aus Fisch-
bein & Gazit, 1988, S. 196). 
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gen überhaupt verwenden und worin die Schwierigkeiten der Lernenden bezüg-
lich der Lösung der verschiedenen Aufgabenstellungen liegen. 
Batanero et al. (1997a) stellten im Rahmen einer Fragebogenuntersuchung mit 
720 Lernenden (davon 348 ohne unterrichtliche Vorkenntnisse und 372 mit 
Vorkenntnissen) im Alter von 14 und 15 Jahren hinsichtlich der relativen Aufga-
benschwierigkeit Unterschiede bezüglich der Untersuchungsergebnisse Piagets 
und Inhelders (1975) sowie Fischbeins und Gazits (1988) fest. So lässt sich den 
Daten der Untersuchung entnehmen, dass Lernende vor der Thematisierung im 
Unterricht Permutationsprobleme ohne Wiederholung, gefolgt von Kombinatio-
nen ohne Wiederholung und Permutationen mit Wiederholung tendenziell be-
sonders erfolgreich lösen. Variationsprobleme mit und ohne Wiederholung wur-
den von den Lernenden durchgängig am seltensten erfolgreich gelöst (vgl. Tab. 
2.2). Der nachfolgenden Tabelle sind die Erfolgsquoten vor der Thematisierung 
im Unterricht in Abhängigkeit von den kombinatorischen Operationen und den 
Modellvorstellungen zu entnehmen. Auf eine Darstellung der Erfolgsquoten 
nach der Thematisierung im Unterricht wurde an dieser Stelle verzichtet, da 










kenntnisse n= 348 
Kombination. o. Wh. Selektion C5,3 22,5 
Partition C4,2 31,0 
Permutation. o. Wh. Selektion P3 77,2 
Distribution P4 23,9 
Permutation. m. Wh. Selektion PR4,1,1,2 16,3 
Distribution PR5, 1,1,3 10,6 
Partition PR4,2,2 32,3 
Variation. o. Wh. Selektion A4,3 9,5 
Distribution A5,3 3,8 
Vari. m. Wh. Selektion AR4,3 12,5 
Distribution AR2,4 13,0 
Partition AR3,4 3,0 
Tab. 2.2 Erfolgsquoten beim Lösen kombinatorischer Problemstellungen zu ver-
schiedenen impliziten Modellen (Batanero et al. 1997b, S. 188) 
 
                                                          
 
 
8 Die Abkürzungen in der Tabelle stehen für kombinatorische Figuren: P = Permutation, 
PR = Permutation mit Wiederholung, C = Kombination, A = Variation, AR = Variation 
mit Wiederholung. Der erste Zahlenwert steht für die Anzahl der Ausgangselemente, die 
weiteren Zahlenwerte für zu einer Figur zu kombinierenden Elemente. 
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Anders als die beiden vorangegangenen Studien berücksichtigten Batanero et al. 
(1997b) neben dem Alter der Lernenden und den kombinatorischen Operationen 
auch das zugrunde liegende kombinatorische Modell als möglichen Einflussfak-
tor. Die in der Untersuchung verwendeten Aufgabenstellungen zu einer kombi-
natorischen Figur variierten hinsichtlich der enthaltenen Modellvorstellung und 
der verwendeten Zahlenwerte. Die von den anderen Untersuchungen abwei-
chenden Erfolgsquoten führten Batanero et al. auf die zusätzliche Berücksichti-
gung verschiedener impliziter Modellvorstellungen zurück. Neben dem Einfluss 
der kombinatorischen Figuren auf die Aufgabenschwierigkeit lässt sich daraus 
ein Einfluss der impliziten Modellvorstellungen folgern.  
Es stellt sich damit die Frage nach der Rolle bzw. dem Einfluss der impliziten 
Vorstellungen und der Zahlenwerte auf den Lösungserfolg und die Vorgehens-
weisen der Lernenden. 
2.1.1.2 Implizite Modellvorstellungen 
Die Untersuchungen von Batanero et al. (1997b) geben Hinweise darauf, dass 
das in den Aufgabenstellungen implizite Modell einen großen Einfluss auf die 
Erfolgsquote sowie auftretende Schwierigkeiten und Fehler hat. Dubois stellte 
bereits 1984 erste theoretische Überlegungen zur Bedeutung dieser Variable an. 
Empirische Ergebnisse wurden in Hinblick auf den Einfluss dieser Variable  
jedoch erst im Rahmen der bereits beschriebenen Studie von Batanero et al. 
(1997b) erhoben.  
Sie stellten bei Lernenden ohne unterrichtliche Vorkenntnisse einen eher gerin-
gen Unterschied bezüglich der Aufgabenschwierigkeit zwischen den drei Auf-
gabentypen (Distribution, Selektion und Partition) fest. Lediglich eine Permuta-
tionsaufgabe im Selektionsmodell stach dadurch heraus, dass diese von den 
Lernenden über Versuch und Irrtumsstrategien oder sogar ohne systematische 
Auflistungsstrategien gelöst wurde. Bezüglich der Lösungsfindung und der 
Lösungserfolge von Lernenden mit unterrichtlichen Vorkenntnissen weisen die 
Ergebnisse auf große Unterschiede hin.  
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Percentage of correct solutions in the two groups of pupils 






1.  P4 Distribution 71,0 23,0 
2.  PR4, 1,1,2 Selection 27,5 16,3 
3.  C4,3 Distribution 26,7 26,9 
4.  AR4,3 Partition 6,0 3,0 
5.  P3 Selection 80,7 77,2 
6.  AR2,4 Distribution 7,4 13,0 
7.  PR2,2 Partition 39,2 32,3 
8.  C5,3 Selection 46,0 22,5 
9.  A5,3 Distribution 41,8 3,8 
10.  C4,2 Partition 37,2 31,0 
11.  AR4,3 Selection 59,1 12,5 
12.  PR5, 1,1,3 Distribution 29,5 10,6 
13.  A4,3 Selection 59,6 9,5 
Tab. 2.3 Prozentsatz richtiger Lösungen mit und ohne Unterricht (aus Batanero et 
al. 1997b, S. 188) 
 
Der Zahlenwerten in der Tabelle (vgl. Tab. 2.3) ist zu entnehmen, dass insbe-
sondere Problemstellungen zu Variationen mit Wiederholung im Selektionsmo-
dell von Lernenden mit unterrichtlichen Vorkenntnissen im Vergleich zu Variati-
onsproblemen mit Wiederholungen in mit anderen zugrunde liegenden Modell-
vorstellungen besonders erfolgreich gelöst wurden (Selektionsmodell: 59,1 %; 
Partition: 6,0 % und Distribution 7,4 %). Batanero et al. (1997b, S. 190) fol-
gerten aus den Ergebnissen ihrer Untersuchung, „the order of relative difficulty 
for the different combinatorial operations might not be the same in the different 
combinatorial models.“ 
 
Um den Einfluss des kombinatorischen Modells auf die Lösungen der Lernen-
den genauer zu betrachten, führten sie 17 klinische Interviews mit Lernenden, 
die typische Fehler bei Partitionsproblemen zeigten oder unsystematisch vorgin-
gen. Als Ergebnis der Interviews stellten sie fest, dass die in den Aufgaben im-
pliziten Modellvorstellungen einen Einfluss auf die Lösungsstrategien haben. So 
wurden Selektionsprobleme nach dem Unterricht oftmals über kombinatorische 
                                                          
 
 
9 Die Abkürzungen in der Tabelle stehen für folgende kombinatorische Figuren: P = 
Permutation, PR = Permutation mit Wiederholung, C = Kombination, A = Variation, AR 




Operationen gelöst, Distributions- und Partitionsprobleme hingegen (weiterhin) 
über Auflistungs- und Abzählstrategien. 
  
„Moreover pupils` strategies were influenced by the combinatorial model and 
though most pupils, after instruction preferred employing a formula to solve the 
selection problems, many of them used listing with partition or distribution 
problems.” (Batanero et al 1997b, S. 189) 
 
Bezüglich der Übersetzung kombinatorischer Problemstellungen in die Modelle 
bemerken Godino et al. (2005, S. 6) Folgendes:  
 
„While other combinatorial models (distribution, partition) can appear in 
counting problems (Dubois, 1984), the selection model is the most familiar to 
most students, and solving problems using other models often involves “trans-
lating” the problem into a selection model (when possible) and applying one of 
the basic combinatorial operations”  
 
Anzunehmen ist, dass die Sicherheit im Umgang mit dem Selektionsmodell und 
die Schwierigkeiten beim Lösen von Problemstellungen, denen andere Vorstel-
lungen zugrunde liegen, auf die Unterrichtsinhalte zurückzuführen ist. So wei-
sen Batanero et al. (1997b) darauf hin, dass in fast jedem Schulbuch in Spanien 
die kombinatorischen Figuren und dazugehörigen Operationen über das Selekti-
onsmodell eingeführt werden. Cadwallader Olsker et al. (2012) zeigten auf, dass 
Gleiches auch für amerikanische Schulbücher gilt. Ein Blick in eine Auswahl 
deutscher Schulbücher der Sekundarstufe 1 (vgl. Griesel, Postul & Suhr 2009;  
Lergenmüller & Schmidt 2008;  Lütticken & Uhl 2009) zeigt, dass auch dort 
primär das Selektionsmodell zur Veranschaulichung der Figuren und Einführung 
der kombinatorischen Operationen verwendet wird.  
Der vorrangige Rückbezug auf das Selektionsmodell im Unterricht und durch 
die Lernenden ist insofern problematisch, als aufgezeigt wurde, dass nicht jedes 
Problem in ein Selektionsproblem und damit in das Selektionsmodell übersetz-
bar ist (vgl. 1.1.2 & 1.2.3) und zugleich Lernende, wie in der Untersuchung von 
Batanero et al. (1997b) aufgezeigt, nicht ohne Weiteres in der Lage sind, Prob-
lemstellungen mit anderer zugrunde liegender Modellvorstellung in ein Selekti-
onsmodell zu übersetzen.  
2.1.1.3 Art und Anzahl der zu kombinierenden Elemente 
In Hinblick auf die Art und Anzahl der zu kombinierenden Elemente ergab die 
Untersuchung von Fischbein und Gazit (1988), dass die Erfolgsquoten von Ler-
nenden im Alter von 11-12 Jahren sowie 13-14 Jahren bei Problemstellungen zu 
verschiedenen kombinatorischen Figuren höher sind, wenn in den Aufgabenstel-
lungen Ziffern oder Zahlen kombiniert werden müssen als bei anderen Elemen-
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ten, wie beispielsweise Ausschüsse von Personen oder gefärbten Flaggen. Als 
Ursache für die höheren Erfolgsquoten bei Aufgabenstellungen in denen Zahlen 
oder Ziffern kombiniert werden mussten nehmen sie an, dass Lernende eher 
daran gewöhnt sind mit Ziffern und Zahlen mental zu operieren als mit anderen 
Elementen (vgl. Fischbein & Gazit 1988). Bezüglich der Erfolgsquoten von 14- 
und 15-Jährigen stellten Batanero et al. (1997a) ähnliche Ergebnisse fest: Auf-
gaben in denen Buchstaben bzw. Zahlen oder Ziffern kombiniert werden muss-
ten, wurden häufiger richtig gelöst, als Aufgabenstellungen, in denen Personen 
oder Objekte kombiniert werden sollten. Ob die Vorgehensweisen der Lernen-
den sich bezüglich der unterschiedlichen zu kombinierenden Elemente unter-
schieden, wurde in beiden Studien nicht dargestellt.  
 
Neben der Art der zu kombinierenden Elemente wirkt sich auch die Größe der 
Parameter m und n auf die Erfolgsquoten und auf den Lösungsprozess aus: 
So weisen Batanero et al. (1997a) im Rahmen der bereits referierten Untersu-
chung zum Einfluss der Modellvorstellungen auf das Lösen kombinatorischer 
Probleme darauf hin, dass vor der Thematisierung im Unterricht diejenigen 
Aufgaben mit der größten Figurenmenge mit der geringsten Erfolgsquote gelöst 
wurden.  
Hoffmann (2003) stellte fest, dass die Anzahl der zu kombinierenden Elemente 
innerhalb einer Figur einen bedeutsamen Einfluss auf die Vorgehensweisen der 
Lernenden hat. Im Rahmen ihrer Untersuchung erhielten Primar- und Sekundar-
stufenschüler verschiedene kombinatorische Aufgabenstellungen in Selektions-
kontexten. Aufgabe der Lernenden war es, alle möglichen Kombinationen im 
Kontext von farbig zu gestaltenden Häusern bzw. Farbenschlössern zu ermitteln. 
Sie stellte fest, dass Aufgaben, in denen mehr als zwei Farben miteinander 
kombiniert werden mussten, eher mit einer übergeordneten Strategie gelöst 
wurden als Aufgaben, in denen genau zwei Farben miteinander kombiniert wer-
den sollten (vgl. ebd., S. 276). 
2.1.1.4 Kontext 
In der von Hoffmann (2003) durchgeführten Untersuchung zum Vergleich der 
Problemlösestrategien von Primarstufen- und Sekundarstufenschülern beim 
Lösen kombinatorischer Auflistungsprobleme erhielten die Lernenden unter 
anderem auch zueinander isomorphe Problemstellungen. Die Aufgabenstellun-
gen unterschieden sich hinsichtlich des Kontextes (Häuser und Farbenschloss-
aufgaben) und des zur Verfügung stehenden Materials. Sie stellte fest, dass die 
Wahl der Lösungsstrategie bei zueinander isomorphen Aufgabenstellungen 
variiert und schlussfolgert daraus: „Mathematische strukturgleiche Aufgaben 
sind demnach nicht unbedingt auch im Hinblick auf die Problemlöseprozesse 
strukturgleich“ (ebd., S. 263). Da einige Strategien im Rahmen ihrer Untersu-
chung besonders häufig bei der Problemstellung Farbenschloss verwendet wur-
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den und im Vergleich dazu selten zur Lösung der Häuseraufgabe, nimmt sie eine 
Abhängigkeit der Strategien von der Aufgabenstruktur an. Sie folgert daraus, 
dass die verwendeten Strategien der Lernenden „alters- und materialunabhängig, 
dafür aber zu einem hohen Grad aufgabenstrukturabhängig genutzt werden“ 
(ebd., S. 272).  
 
Hefendehl-Hebeker und Törner (1984, S. 248f.) geben ebenfalls Hinweise auf 
den Einfluss der Kontexte bezüglich des Lösens von Anzahlbestimmungs-
problemen. Sie zeigen auf, dass Lernende oftmals versuchen, eine Stufung im 
Sinne des Baumdiagramms vorzunehmen. Diese orientieren sich dabei häufig an 
der Dynamik der durch den Kontext nahegelegten natürlichen Handlungsabläu-
fe. An Beispielen zeigen sie auf, dass diese Strukturierung bei einigen Aufgaben 
eine sinnvolle Orientierung ist, bei anderen Aufgaben hingegen keine zielge-




Beim Verteilen der Skatkarten bekommt ein Spieler drei der vier Buben, 
zwei der vier Asse und fünf der 24 sonstigen Karten. Wie viele verschiedene 
Möglichkeiten gibt es für ein solches Blatt? 
(Althoff & Kosswig 1975, S. 721) 
 
Eine mögliche Lösung für solche Schwierigkeiten sehen Hefendehl-Hebeker 
und Törner (1984) in der Verwendung von Codewörtern. Anstatt den Hand-
lungsaspekt zu fokussieren, schlagen sie vor, den Kodierungsaspekt zu betonen. 
Die entscheidende Frage lautet dann nicht mehr, wie man sich die Situation als 
Vorgang vorstellen muss, um einen für die Anwendung der Produktregel 
brauchbaren Stufenprozess zu erhalten. Vielmehr geht es nun darum, wie sich 
alle möglichen Ergebnisse einer solchen Verteilung systematisch auflisten las-
sen, um sie anschließend abzählen zu können. 
 
Die Ergebnisse der dargestellten Untersuchungen von Batanero et al. (1997b), 
Hoffmann (2003) sowie Hefendehl-Hebeker und Törner (1984) zeigen auf, dass 
Lernende isomorphe Anzahlbestimmungsprobleme ebenso, wie Anzahlbestim-
mungsprobleme zu gleichen Grundfiguren jedoch mit unterschiedlichen nahe-
liegenden Modellvorstellungen, auf verschiedene Wege lösen. Es stellt sich die 
Frage, welche Ursache die verschiedenen Strategien bei mathematisch struktur-
gleichen Aufgabenstellungen haben. Einen möglichen Erklärungsansatz liefert 
das Modell der subjektiven Erfahrungsbereiche von Bauersfeld (1983). Dieser 
geht davon aus, dass Erfahrungen des Individuums in nicht-hierarchischen, 
kumulativ und entsprechend der situativen Bindung deutlich getrennten „subjek-
tiven Erfahrungsbereichen (SEBn)“ gespeichert werden. Mathematisches Wis-
sen wird entsprechend auf der Basis konkreter Erfahrungen bereichsspezifisch 
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verarbeitet und organisiert. Aufgrund der angenommenen Bereichsgliederung 
aller Erfahrungen können nach Bauersfeld (1983) auch zwei Probleme, die zwar 
strukturgleich sind, aber evtl. zwei verschiedene SEBe ansprechen, ganz unter-
schiedlich gut gelöst werden (vgl. ebd).  
2.1.2 Personenvariablen 
Neben den genannten Aufgabenvariablen wurde oftmals insbesondere im Rah-
men psychologischer Untersuchungen die kognitive Entwicklung der Lernenden 
als Einflussfaktor auf die Erfolgsquoten und die Vorgehensweisen betrachtet 
(vgl. Batanero et al. 1997a; English 1991, 1993a, 1993b; Fischbein & Gazit 
1988; Hoffmann 2003; Piaget & Inhelder 1958, 1975). Der Schwerpunkt bei der 
Betrachtung der Personenvariablen lag in den Untersuchungen vorrangig auf der 
Bedeutung des Alters und der allgemeinen kognitiven Entwicklung für das Lö-
sen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme.  
2.1.2.1 Die Bedeutung des Alters und der kognitiven Entwicklung 
Insgesamt zeigen eine Reihe von Untersuchungen auf, dass ältere Lernende 
kombinatorische Problemstellungen erfolgreicher lösen als jüngere (vgl. Batane-
ro et al. 1997a, 1997b; English 1991, 1993a, 1993b; Fischbein & Gazit 1988; 
Hoffmann 2003; Piaget & Inhelder 1958, 1975). Diese Erkenntnis wird vorran-
gig auf die unterschiedliche kognitive Entwicklung der Lernenden zurückge-
führt. Eine Betrachtung der Vorgehensweisen von Lernenden verschiedener 
Altersklassen gibt Hinweise auf die möglichen Ursachen für die höheren Er-
folgsquoten älterer Lernender: So zeigen eine Reihe von Untersuchungen zum 
Lösen von Auflistungsproblemen, dass jüngere Lernende im Allgemeinen weni-
ger strukturiert vorgehen als ältere (English 1991, 1993a; Hoffmann 2003; Pia-
get & Inhelder 1975). Hinsichtlich der Zunahme an Strukturiertheit der Lö-
sungswege mit Zunahme des Alters stimmen die Ergebnisse der Untersuchun-
gen überein.Es liegen jedoch widersprüchliche Ergebnisse dazu vor, ab welchem 
Alter Lernende ein vorrangig strukturiertes Vorgehen zeigen (vgl. u.a Piaget & 
Inhelder 1975; Vergnaud & Cohen 1968). Für eine genauere Betrachtung der 
Ergebnisse bezüglich vorgenommener Strukturierungen und der Abhängigkeit 
vom Alter sei an dieser Stelle auf Abschnitt 2.2. verwiesen. Dort wird die Rolle 
von Strukturierungen genauer in den Blick genommen. 
2.1.2.2 Vorwissen der Lernenden 
Aus den verschiedenen möglichen Zugangsweisen zum Lösen kombinatorischer 
Anzahlbestimmungsprobleme geht hervor, dass es grundsätzlich möglich ist, 
diese auch ohne großes Vorwissen durch Auf- und Abzählen zu lösen, so folgert 
Kavousian (2008, S. 2): „Without much prior knowledge of mathematics, one 
can solve many creative, interesting, and challenging combinatorial problems.“. 
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Es stellt sich jedoch trotzdem die Frage, welchen Einfluss das bereichsspezifi-
sche Wissen auf die verschiedenen möglichen Zugänge und die Erfolgsquoten 
hat. Grundsätzlich wird heute angenommen, dass die Vorkenntnisse von Ler-
nenden zu einem bestimmten Inhaltsbereich ein wesentlicher Faktor sind, der 
die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden beeinflusst (vgl. Resnick 
1987). Diesbezüglich liegen für die Kombinatorik jedoch konträre Aussagen 
vor. So hebt English (1992a) die Bedeutung des Vorwissens hervor. Hoffmann 
(2003) geht hingegen davon aus, dass bereichsspezifisches Wissen bei der Lö-
sung kombinatorischer Aufgabenstellungen keine Rolle spiele: „Kombinato-
rikaufgaben können als Puzzles bezeichnet werden, da bereichsspezifisches 
Wissen unerheblich ist“ (ebd., S. 25).  
Bezogen auf das Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme liegen 
bislang keine expliziten Untersuchungen vor, die den direkten Einfluss des Vor-
wissens auf die Erfolgsquoten oder die Wahl des Lösungsweges betrachten. 
Dennoch gibt es in einigen Untersuchungen implizite Hinweise darauf, dass die 
Vorgehensweisen von Lernenden nicht, vorrangig altersabhängig, sondern viel-
mehr vorkenntnisabhängig sind. So zeigen u.a. die bereits beschriebenen Unter-
suchungen von Fischbein und Gazit (1988) sowie Batanero et al. (1997a, 
1997b), dass auch ältere Lernende die Lösung über das Auflisten- und Abzählen 
ermitteln, selbst wenn das Lösen kombinatorischer Aufgabenstellungen mittels 
der Verwendung kombinatorischer Operationen im Unterricht thematisiert wur-
de. Besonders auffällig ist dabei, dass auch ältere Lernende unsystematische 
Vorgehensweisen10 verwenden (vgl. Batanero et al. 1997a, 1997b). Batanero et 
al. (1997b) identifizierten das unsystematische Auflisten als einen der Haupt-
gründe für eine fehlerhafte Anzahlermittlung. So griffen die Lernenden insbe-
sondere dann auf Auflistungs- und Abzählstrategien zurück, wenn sie die Prob-
leme nicht in ein entsprechendes Modell übersetzen konnten: Selektionsproble-
me wurden nach dem Unterricht vorrangig über kombinatorische Operationen 
gelöst, Distributions- und Partitionsprobleme hingegen (weiterhin) über Auflis-
tungs- und Abzählstrategien.  
Grundsätzlich ist aufgrund dieser Erkenntnisse zu vermuten, dass die Vorkennt-
nisse von Lernenden zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen einen Ein-
fluss auf deren Vorgehensweisen haben. 
2.1.3 Zusammenfassung 
Mit Blick auf die Lernenden lassen sich grundsätzlich drei Einflussbereiche auf 
das Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme identifizieren: Auf-
                                                          
 
 
10 Batanero et al. (1997b) spezifizieren nicht, wann sie das Vorgehen der Lernenden als 
unsystematisch einordnen. 
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gabenvariablen, Personenvariablen und der Einfluss von Unterricht (vgl. 2.1.1). 
Vor der unterrichtlichen Thematisierung sind entsprechend die von Aufgaben- 
und Personenvariablen von besonderer Bedeutung. 
Studien zum Einfluss verschiedener Aufgabenvariablen zeigen, dass die gesuch-
te kombinatorische Figur, die implizite Modellvorstellung sowie die Art und die 
Anzahl der zu kombinierenden Objekte Auswirkungen auf den Lösungserfolg 
der Lernenden haben (vgl. Batanero et al. 1997a, 1997b; Fischbein et al. 1970; 
Fischbein & Gazit 1988; Fischbein & Grossman 1997; Hadar & Hadass 1981). 
Aufgabenstellungen zu Kombinationen werden vor der Thematisierung im Un-
terricht von Lernenden in den meisten Untersuchungen erfolgreicher gelöst als 
Variations- und Permutationsprobleme. Diesbezüglich liegen jedoch wider-
sprüchliche Informationen vor, welche auf andere Zahlenwerte sowie auf unter-
schiedliche Modellvorstellungen zurückgeführt werden (vgl. Batanero et al. 
1997a, 1997b). Problemstellungen, in denen eine kleine Figurenmenge zu be-
stimmen ist, werden vor der Thematisierung im Unterricht erfolgreicher gelöst 
als Problemstellungen mit einer großen Figurenmenge (vgl. u. a. Batanero et al. 
1997a, 1997b; Hoffmann 2003). Zugleich werden Problemstellungen, in denen 
mehr als zwei Elemente in der Ausgangsmenge enthalten sind, häufiger mittels 
eines strukturierten Vorgehens gelöst, als jene, in denen in der Ausgangsmenge 
zwei Elemente enthalten sind (vgl. Hoffmann 2003). Es wurde festgestellt, dass 
zueinander isomorphe Problemstellungen mit verschiedenen Strategien gelöst 
wurden, gleiches gilt für Problemstellungen, denen unterschiedliche Modellvor-
stellungen unterliegen, in denen jedoch die gleichen kombinatorischen Figuren 
zu erstellen sind (vgl. Batanero et al. 1997b; Hefendehl-Hebeker & Törner 
1984; Hoffmann 2003). Daraus ist zu folgern, dass die Strategien auch abhängig 
vom Kontext angewendet werden. Einen Erklärungsansatz bietet von Bauers-
felds Modell der subjektiven Erfahrungsbereiche, demgemäß Erfahrungen des 
Individuums in nicht-hierarchischen, kumulativ und entsprechend der situativen 
Bindung deutlich getrennten „subjektiven Erfahrungsbereichen (SEBn)“ gespei-
chert werden (vgl. Bauersfeld 1983). Für das Lösen kombinatorischer Problem-
stellungen bedeutet dies, dass Lernende, wenn sie verschiedene Strategien ver-
wenden, voraussichtlich auf unterschiedliche Erfahrungsbereiche zurückgreifen, 
um die Problemstellungen zu lösen.   
 
Festzuhalten ist insofern, dass verschiedene Aufgabenvariablen einen Einfluss 
auf die Erfolgsquoten und Strategien haben. Wie die Aufgabenvariablen die 
Vorgehensweisen von Lernenden im Detail beeinflussen, wird aus den vorlie-
genden Studien im Sekundarbereich jedoch nicht ersichtlich. Ebenso liegen 
keine Informationen darüber vor, welchen Einfluss der Problemkontext auf die 
Lösungsstrategien der Lernenden hat.  
Aufgrund des Einflusses verschiedener Aufgabenvariablen auf die Erfolgsquo-
ten ist zudem abzuleiten, dass Vorgehensweisen von Lernenden in Abhängigkeit 
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von den zugrunde liegenden Aufgabendaten betrachtet werden müssen. Dies gilt 
sowohl für die Betrachtung bereits existierender Untersuchungsergebnisse als 
auch für weiterführende Untersuchungen. 
 
Hinsichtlich des Einflusses von Personenvariablen liegen vorrangig Informatio-
nen bezüglich der Alterseinflusses und der kognitiven Entwicklung von Lernen-
den vor (vgl. 2.1.2). So ist bekannt, dass ältere Lernende kombinatorische Prob-
lemstellungen erfolgreicher lösen als jüngere (vgl. u.a. Piaget & Inhelder 1975; 
English 1991, 1993a, 1993b; Fischbein & Gazit 1988; Hoffmann 2003). Als 
Ursache dafür werden die höhere kognitive Kapazität älterer Lernender sowie 
das systematischere Vorgehen bei der Lösungsfindung benannt. Widersprüchli-
che Informationen liegen bezüglich des Alters von Lernenden vor, in dem sie 
systematische Lösungswege wählen (vgl. u.a. Piaget & Inhelder 1975; English 
1991). Grundsätzlich wird angenommen, dass das Vorwissen von Lernenden 
einen bedeutenden Einfluss auf das Lösen mathematischer Probleme hat. Hin-
sichtlich der Bedeutung des Vorwissens liegen konkret für das Lösen kombina-
torischer Anzahlbestimmungsprobleme keine Studienergebnisse vor. Innerhalb 
einiger Untersuchungen gibt es Hinweise darauf, dass Lernende trotz Kenntnis 
der kombinatorischen Operationen auf unsystematische Vorgehensweisen und 
Auflistungsstrategien zurückgreifen, wenn ihnen Aufgabenstellungen vorgelegt 
werden, die einer anderen als der bekannten Modellvorstellung entsprechen.  
 
Aus den Ergebnissen bezüglich des Einflusses verschiedener Personenvariablen 
stellt sich die Frage, welche Rolle Strukturierungen in den Lösungsprozessen 
jüngerer Lernender spielen. Ebenso bedarf es genauerer Informationen über den 
Einfluss des Vorwissens auf die Vorgehensweisen.  
2.2 Die Rolle von Strukturierungen  
In Kapitel 1 wurde aufgezeigt, dass das Erstellen geeigneter Strukturierungen 
ein zentrales Element zur Anzahlbestimmung darstellt (vgl. 1.2). Zugleich wei-
sen Hefendehl-Hebeker und Törner (1984) jedoch auch darauf hin, dass das 
Generieren geeigneter Strukturierungen keinesfalls trivial ist, da Lernende oft-
mals eine Strukturierung anhand von Handlungsabläufen vornehmen, die nicht 
geeignet ist, um alle Lösungen zu erzeugen (vgl. 2.1.1). Es ist insofern nicht 
verwunderlich, dass im Rahmen einiger Untersuchungen mit Sekundarstufen-
schülern fehlende Strukturierungen und das Auswählen falscher Strukturierun-
gen als Ursache für fehlerhafte Anzahlbestimmungen benannt werden (vgl. 
Batanero et al. 1997a; Fischbein & Gazit 1988; Kavousian 2008). Im Folgenden 
geht es darum, zu klären, welche Rolle Strukturierungen bei der Lösung kombi-
natorischer Problemstellungen von Lernenden spielen. Im Fokus steht dabei in 
Abschnitt 2.2.1 zunächst die Rolle von Strukturierungen in Abhängigkeit vom 
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Alter und der kognitiven Entwicklung der Lernenden sowie den zu lösenden 
Aufgabenstellungen. Anschließend wird in Abschnitt 2.2.2 die Rolle von Struk-
turierungen im Lösungsprozess von Lernenden im Grundschulalter betrachtet. 
2.2.1 Strukturierungen der Lernenden in Abhängigkeit vom Alter 
und der kognitiven Entwicklung 
Die Untersuchungen Piagets und Inhelders (1958, 1975, im Original 1951) lie-
fern erste Erkenntnisse, welche Rolle Strukturierungen in den Vorgehensweisen 
von Lernenden in verschiedenen Altersklassen spielen. Aufbauend auf Piagets 
allgemeiner Theorie der Entwicklung des kindlichen Denkens beobachteten 
Piaget und Inhelder (1958) in zwei Versuchen Lernende bei der Bearbeitung 
kombinatorischer Aufgabenstellungen.  
In der ersten Studie erhielten die Lernenden zunächst vier verschiedene farblose 
Substanzen. Diese sollten auf alle möglichen Weisen miteinander kombiniert 
werden. Zur Realisierung wurde den Lernenden zunächst ein Beispielglas, das 
die Flüssigkeiten 1 und 3 enthielt, gezeigt. Durch das Hinzufügen einer Indi-
katorflüssigkeit verfärbte sich das zunächst farblose Gemisch gelb. Die Lernen-
den wurden nun aufgefordert, die gelbe Substanz durch beliebiges Mischen der 
Flüssigkeiten 1,2,3,4 und der Indikatorflüssigkeit selbst herzustellen. In dem 
daran anschließenden Versuch wurden sie dann aufgefordert, drei Flüssigkeiten 
und eine Indikatorflüssigkeit zu kombinieren. Ziel war es in diesem Fall nicht, 
wie beim vorherigen Versuch, die Zusammensetzung der farbigen Flüssigkeits-
mischung zu ermitteln, sondern alle möglichen Mischungen herzustellen. Dazu 
gab es entsprechend 4 ⋅ 3 ⋅ 2 Möglichkeiten.  
In einer weiteren Untersuchungsreihe betrachteten Piaget und Inhelder (1975) 
die Entwicklung der Problemlösefähigkeit von Kindern im Alter von 4,5 bis 
13,3 Jahren beim Lösen von Kombinations- und Permutationsproblemen sowie 
Variationsproblemen. Die Lernenden erhielten je nach Aufgabentyp den Auf-
trag, alle möglichen Kombinationen aus zwei, drei oder vier Spielmarken zu 
legen (Kombinationen mit und ohne Wiederholung), alle möglichen Anordnun-
gen von Spielfiguren vorzunehmen (Permutationen) beziehungsweise alle mög-
lichen Zahlen aus Ziffernkarten zu bilden (Variationen).11  
Während die Kinder auf der Entwicklungsstufe 1, dem präoperativen Stadium, 
die gesuchten Objekte völlig wahllos und zufällig auswählten, stellten Piaget 
und Inhelder fest, dass Kinder im konkret-operativem Stadium der zweiten Ent-
                                                          
 
 
11 Lernende, denen die Ziffern noch nicht bekannt waren, erhielten ebenfalls den Auf-
trag, alle möglichen Anordnungen zu bilden. Als Material wurden anstelle der Ziffernkar-
ten jedoch Spielkarten mit verschiedenen Motiven gewählt (vgl. Piaget & Inhelder, 1975, 
S. 196f.). 
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wicklungsstufe bereits nach einem System suchten, ein vollständig systemati-
sches Vorgehen jedoch noch fehlte. Bei Kindern, die sich in der dritten Entwick-
lungsstufe befanden, wurde dieses systematische Vorgehen zunehmend beo-
bachtet. In diesem sogenannten formal operationalen Stadium bearbeiteten die 
Kinder die Aufgaben zunehmend systematischer, indem sie das System der 
Tachometerzählmethode vollständig anwendeten und die Aufgaben somit fehler-
frei lösten.  
 
 Stufe Alter       
(in Jahren) 
Vorgehensweise 
Stufe 1 Präoperatives / 
präoperationales 
Stadium 
1,5 – 7 Wahllose und zufällige Auswahl der 
Kombinationen 
Stufe 2 Konkret-operatives 
/ operationales 
Stadium 
7 – 12 Suche nach einem System, vollstän-
dige Systematik fehlt in der Regel 
Stufe 3 Formal operationa-
les Stadium 
ab 12 Zunehmend systematisches Vorgehen 
Tab. 2.4 Strukturierung des Vorgehens in Abhängigkeit vom Alter und der kogniti-
ven Entwicklung (Piaget & Inhelder 1975) 
 
Insgesamt stellten Piaget und Inhelder (1975) dabei Unterschiede bzgl. des 
Grads an Strukturierungen in Abhängigkeit von den zu erstellenden Figuren 
fest: So wurden Permutationen später als die anderen Operationen systematisch 
gelöst. Lernende im Alter zwischen 7 und 8 Jahren lösten die Aufgaben ohne 
System, im Alter von 8 bis 11 oder 12 Jahren befanden sie sich auf der Suche 
nach einem System, ab dem Alter von 12 Jahren war eine fortgeschrittene Suche 
nach einer Regel zu erkennen. 
 
Entgegen der Resultate von Piaget und Inhelder (1958, 1975) kamen Vergnaud 
und Cohen (1969) zu dem Ergebnis, dass Lernende bereits im Alter von 8 Jahren 
in der Lage sind, alle gesuchten Permutationen ohne Wiederholung aus drei 
bzw. vier Elementen (verschiedene Farben) systematisch zu erstellen. Die 138 
untersuchten Lernenden im Alter von 7,5 bis 9,5 Jahren sollten ebenfalls Permu-
tationen aus drei bzw. vier Elementen ermitteln. Im Gegensatz zu den Untersu-
chungen Piagets erhielten sie die Aufgabenstellungen schriftlich und konnten 
die Lösungen notieren. 
 
Ebenso wie Piaget untersuchte English (1991) die Entwicklung des kombinato-
rischen Denkens bei Kindern verschiedener Altersklassen. Anders als in den 
Studien von Piaget und seinen Kollegen wählte sie durchgängig Aufgaben zu 
einer kombinatorischen Operation, dem Kreuzprodukt. Die 50 Lernenden im 
Alter zwischen 4,5 und 9,1 Jahren erhielten in Einzelinterviews sieben kombina-
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torische Aufgaben, in denen es thematisch immer um das Ankleiden von Bären 
ging. Um die notwendigen Gedächtnisleistungen der Lernenden zu entlasten, 
wurde ihnen zur Lösungsfindung Material zur Verfügung gestellt. Anders als 
Piaget und Inhelder (1975) ging English (1991) im Rahmen ihrer Untersuchung 
von einer Existenz einer besten bzw. effektivsten Lösungsstrategie (sog. Exper-
tenstrategie) aus: dem Tachometerzählprinzip. Sie beobachtete unter Berück-
sichtigung der Vorgehensweisen und der Überprüfungshandlungen der Lernen-
den bei bereits 25 % der 7-Jährigen, 34 % der 8-Jährigen und 51 % der 9-
Jährigen ein systematisches Vorgehen im Sinne des Tachometerprinzips (English 
1991). Insgesamt stellte sie jedoch ebenso wie Piaget und Inhelder fest, dass die 
Lernenden im Alter von 4 bis 6 Jahren vorrangig eher unsystematische Vorge-
hensweisen verwendeten, während die Lernenden im Alter von 7 bis 9 Jahren 
eher auf systematische Vorgehensweisen zurückgriffen.  
 
In einer zweiten Untersuchung verglich English (1993b, 2007) die Vorgehens-
weisen von Lernenden bei der Bearbeitung zwei- und dreidimensionaler Aufga-
benstellungen zum Kreuzprodukt. Sie stellte fest, dass der Leistungsunterschied 
zwischen 7- bis 9-Jährigen und 10- bis 12-Jährigen bei der Bearbeitung zweidi-
mensionaler Aufgaben sehr gering war. Bei der Bearbeitung der dreidimensiona-
len Aufgaben zeigten die jüngeren Lernenden jedoch mehr Schwierigkeiten als 
die Älteren. So lösten 47 % der 7- bis 9-Jährigen, aber 64 % der 9- bis 12-
Jährigen diese Aufgaben richtig. 
 
Die Untersuchungen Englishs (1991, 1993b, 2007) zur Lösung von kombinato-
rischen Problemstellungen zum Kreuzprodukt zeigen, dass Lernende bereits 
früher in der Lage sind, alle Möglichkeiten systematisch zu finden, wenn sie 
ihre Suche nach allen Möglichkeiten durch Materialhandlungen unterstützen 
können:  
 
“At this point, it is worth comparing the findings of this study with those of 
the Piagetian experiments on children’s development of combinatoric opera-
tions (Piaget & Inhelder, 1975). Their experiments indicated that concrete-
operational children attempt some systematic method in forming combina-
tions. However, these children do not succeed in applying the combinatorial 
procedure in its entirety until they reach the formal operations period, 
around 11 years. The findings of this study suggest that, under appropriate 
learning conditions, concrete-operational children can independently ac-
quire a systematic method for forming two- and three dimensional combina-
tions. The use of concrete materials within a meaningful problem context 
appears conducive to children adopting efficient combinatorial procedures 
at an earlier age than indicated by the Piagetian experiments” (English 
2007, S. 153). 
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Im Rahmen der Untersuchung Hoffmanns (1999, 2003) erhielten die Lernenden 
ebenfalls Material, um alle Lösungen erstellen zu können. Sie stellte fest, dass 
im Gegensatz zu den Ergebnissen der Untersuchungen Piagets und Inhelders 
(1958, 1975) 8 % der Primarstufenschüler und 37 % der Sekundarstufenschüler 
ihrer Stichprobe zu einer Variationsaufgabe („Haus 2-12“) vollständig systema-
tisch alle Lösungen mittels einer übergeordneten Strategie bestimmten. Unter 
Berücksichtigung von Überprüfungshandlungen der Lernenden ermittelten ins-
gesamt 25 % der 8-Jährigen und 62 % der 11-Jährigen die Anzahl der Lösungen 
erfolgreich und systematisch. Die Ergebnisse der Untersuchung Hoffmanns 
(2003) zeigen zudem, dass Primarstufenschüler ähnliche Strategien wie die 
Sekundarstufenschüler verwenden, insgesamt jedoch ein geringerer Teil der 
Primarstufenschüler eine Strategie verwendet, mit der alle Lösungen gefunden 
werden.  
 
Die Untersuchungen von Vergnaud und Cohen (1969), English (1991, 1993b, 
2007) und Hoffmann (2003) zeigen auf, dass entgegen der Untersuchungsergeb-
nisse Piagets und Inhelders (1975) eine Reihe von Lernenden bereits im Grund-
schulalter in der Lage ist, systematisch alle Lösungen zu Aufzählproblemen 
erstellen. Die Ursache für die von Piaget und Inhelder abweichenden Ergebnisse 
vermuten Vergnaud und Cohen (1969), English (1991) und Hoffmann (2003) in 
den unterschiedlichen Darbietungen der Aufgabenstellungen (u. a. Bereitstel-
lung von Material), der kindgerechten Formulierungen und Kontexte sowie der 
ausgewählten Aufgaben implizierten Aufgabenvariablen (kombinatorische Fi-
gur, Anzahl an Elementen, Kontext). 
2.2.2 Strukturierungen im Lösungsprozess  
In den meisten Untersuchungen zu Auflistungsproblemen steht das Erstellen der 
Figurenmenge im Mittelpunkt. Die im vorangegangenen Abschnitt dargestellten 
Untersuchungen geben dabei bereits Informationen zu der Rolle von Strukturie-
rungen. So unterscheiden Piaget und Inhelder (1975) zwischen einer «Suche 
ohne System» , wenn in den Vorgehensweisen der Lernenden keine Strukturie-
rung zu erkennen ist und einer «Suche nach einem System» , wenn sich in den 
Vorgehensweisen Handlungsmuster erkennen lassen. Eine «Suche mit System»  
liegt vor, wenn die Lernenden ein Vorgehen verwenden, mit dem die gesamte 
Figurenmenge erstellt wird.  
Strukturierungen spielen demnach bereits beim Erstellen der Lösungen durch 
Lernende, die teilweise systematisch oder gänzlich systematisch vorgehen, eine 
Rolle. Da diese Untersuchungen jedoch ebenso, wie eine Reihe weiterer Stu-
dien(vgl. u.a. Vergnaud & Cohen 1969; Larivée & Normandeau 1985; Martino 
1992) auch darauf hinweisen, dass Lernende in einigen Fällen unsystematisch 
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vorgehen, ist zu folgern, dass eine Strukturierung nicht in allen Fällen bei der 
Erstellung der Figurenmenge eine Rolle spielt. 
Zunehmende Strukturierung im Lösungsprozess 
Insgesamt wird zudem in einer Reihe von Untersuchungen zu Auflistungsprob-
lemen darauf hingewiesen, dass der Grad an Strukturierung im Lösungsprozess 
oftmals zunimmt. So gehen einige Lernende zunächst unstrukturiert vor, entwi-
ckeln dann aber im Verlauf des Lösungsprozesses eine Strategie und verwenden 
diese anschließend zur Überprüfung der Vollständigkeit der Lösungen (vgl. 
English 1991, 1992a, 1993a, 1993b, 2007; Hoffmann 2003; Maher & Martino 
1992b; Maher & Martino 1996). 
Zu unterscheiden ist zwischen Lernenden, bei denen die Auflistung bereits nach 
dem Erstellen der Objekte abgeschlossen ist und Lernenden, die nach dem (ers-
ten) Finden von Lösungen Strukturierungen oder Umstrukturierungen vorneh-
men (vgl. English 1992a; Hoffmann 2003). Dies geschieht entweder, um weitere 
Lösungen zu finden oder, um die Vollständigkeit der Lösungen zu überprüfen. 
English (1992b, S. 77) hebt dabei die Überprüfungshandlungen als besonders 
bedeutsam hervor: „The quality of the students` monitoring was a crucial factor 
in their ability to solve the problems: Effective monitoring + adequate strategies 
= successful problem solving“, da ihre Untersuchungen ergaben, dass die Kom-
binatorikaufgaben auch bei der Wahl ineffektiverer Strategien mit Hilfe sorgfäl-
tiger Überprüfungshandlungen erfolgreich gelöst werden. 
Martino und Maher (1999) beschreiben ebenfalls, dass sich Strukturierungen 
oftmals erst im Lösungsprozess entwickeln: „For many children there is a natu-
ral progression from use of random methods to the use of systematic „local“ 
organizing aids that serve to simplify the task of finding new combinations and 
keeping track of their solutions” (ebd., S. 60). Ein solches Vorgehen wird im 
Folgenden als strukturentwickelnd eingestuft.  
Strukturentwickelnde Vorgehensweisen werden ebenfalls in Untersuchungen mit 
älteren Lernenden bei der Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen beschrie-
ben. So zeigt Lockwood (2011) auf, dass auch Studierende oftmals zunächst 
suchend vorgehen und im Lösungsprozess eine Modellierung bzw. Strukturie-
rung entwickeln, welche die Anwendung von Zählprinzipien oder kombinatori-
scher Operationen zulässt. Die Verwendung von Formeln ist oftmals erst das 
Ergebnis vorgenommener Strukturierungen und beschreibt damit das Ende des 
Lösungsprozesses (vgl. ebd.).  
 
Zunehmende Strukturierung bei der Bearbeitung mehrerer Aufgabenstellungen 
Neben der fortschreitenden Schematisierung im Lösungsprozess einer Aufgabe 
zeigen einige Untersuchungen auf, dass Lernende bereits im Grundschulalter 
durch die Bearbeitung mehrerer Kombinatorikaufgaben zunehmend strukturier-
ter vorgehen (vgl. English 1991, 1993a; Hoffmann 2003; Martino 1992). Eng-
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lish (1993a) weist darauf hin, dass die Zunahme des Strukturierungsgrads dabei 
insbesondere für ältere Lernende gilt: 
 
„With experience in problem solution, older children, in particular became 
more aware of the problems` underlying structure and how they could modi-
fy their inefficient strategies to produce more effective solution methods.” 
(English 1993a, S. 3) 
 
Hoffmann (2003) zeigt ebenfalls auf, dass Lernende bei der Bearbeitung mehre-
rer Aufgabenstellungen zunehmend strukturiert vorgehen und bestätigt Englishs 
Ergebnisse bezüglich der höheren Zunahme an strukturierten Vorgehensweisen 
bei älteren Lernenden. 
2.2.3 Zusammenfassung 
Welche Rolle Strukturierungen in den Auflistungsprozessen von Lernenden 
spielen, ist unter anderem vom Alter der Lernenden abhängig. So zeigen Unter-
suchungsergebnisse, dass ältere Lernende häufiger vollständig strukturiert alle 
Lösungen ermitteln oder zumindest zu Teilen ein strukturiertes Vorgehen ver-
wenden (vgl. u. a. Piaget & Inhelder 1975; English 1991; Hoffmann 2003).  
Es zeigt sich auch, dass der Grad der Strukturierung nicht nur altersabhängig ist, 
sondern auch von der Darbietung der Aufgabenstellungen und den gegebenen 
Aufgabendaten abhängt (vgl. u.a. English 1991; Hoffmann 2003; Vergnaud & 
Cohen 1969). So verwenden jüngere Lernende bereits früher strukturierte Vor-
gehensweisen, wenn Materialhandlungen möglich sind. Ebenso nutzen Lernen-
de eher strukturierte Vorgehensweisen, wenn zur Erstellung von Figuren mehr 
als zwei Elemente zur Verfügung stehen (vgl. Hoffmann 2003).  
Eine genauere Betrachtung der Lösungsprozesse von Lernenden zeigt, dass 
Strukturierungen bei vielen Lernenden bereits beim Erstellen der Figurenmenge 
eine zentrale Rolle spielen. So erstellen sie diese bereits vollständig oder zu 
Teilen strukturiert. In Fällen, in denen den Lösungsprozessen keine Strukturie-
rung zugrunde liegt, werden teilweise im Rahmen von Überprüfungshandlungen 
oder zum Finden weiterer Lösungen Strukturierungen oder Umstrukturierungen 
der bereits erstellten Objekte vorgenommen. Es sind insofern auch strukturent-
wickelnde Vorgehensweisen zu beobachten. Das Lösen mehrerer kombinatori-
scher Auflistungsprobleme führt bereits bei Grundschülern zu einer Zunahme an 
strukturierten Vorgehensweisen (vgl. u. a. English 1993b; Hoffmann 2003). Ein 
strukturentwickelndes Vorgehen ist dabei nicht nur für das Lösen von Auflis-
tungsproblemen zu beobachten, sondern charakterisiert auch die Lösungspro-
zesse von Studierenden, wenn diese Anzahlbestimmungsprobleme lösen (vgl. 
Lockwood 2011). 
Bezüglich der Rolle von Strukturierungen in Anzahlbestimmungsproblemen ist 
demnach lediglich bekannt, dass auch Studierende oftmals zunächst unsystema-
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tisch vorgehen, im Lösungsprozess Strukturierungen entwickeln und daraus 
Rechnungen zur Anzahlbestimmung ableiten. Welche Rolle Strukturierungen in 
den Anzahlbestimmungsprozessen von Lernenden in der Grundschule spielen, 
wurde noch nicht genauer betrachtet. Von besonderem Interesse ist dabei insbe-
sondere bei der mittelbaren Anzahlbestimmung, ob das Erstellen der Lösungen 
bereits vollkommen strukturiert ist und inwiefern im Laufe des Lösungsprozes-
ses Strukturierungen der Figurenmenge vorgenommen werden. 
2.3 Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
In Kapitel 1 wurde die Bedeutung von Strukturierungen für das Lösen von An-
zahlbestimmungsproblemen hervorgehoben (vgl. 1.2). Die Ergebnisse des vo-
rangegangenen Abschnitts (2.2) zeigen weiterhin auf, dass Lernende beim Lösen 
von Aufzählproblemen auch in der Primarstufe bereits Strukturierungen vor-
nehmen. Um die Strukturierungen von Lernenden im Kontext von Anzahlbe-
stimmungsproblemen allerdings besser nachvollziehen und möglichst auch im 
Hinblick auf ihre Tragfähigkeit einschätzen zu können, bedarf es eines Be-
schreibungsmodells.  
Lockwood entwickelte (2012; 2013) ein Modell zur Beschreibung der Anzahl-
bestimmungskonzepte von Lernenden. Dieses Modell impliziert keinen konkre-
ten Ansatz zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien, es lassen sich aller-
dings erste Folgerungen diesbezüglich ableiten. Zudem gibt es einige Untersu-
chungen zu den Lösungsstrategien von Lernenden im Kontext kombinatorischer 
Aufzählprobleme (u.a. English 1993b; Hoffmann 2003; Larivée & Normandeau 
1985; Martino 1992; Piaget & Inhelder 1975; Vergnaud & Cohen 1969), welche 
unter verschiedenen Fokussierungen Beschreibungen der verwendeten Lösungs-
strategien vornehmen. 
Im Folgenden wird zunächst Lockwoods Modell zur Beschreibung von Anzahl-
bestimmungskonzepten illustriert, zudem werden Konsequenzen für die Be-
schreibung von Strukturierungsstrategien abgeleitet (2.3.1). Daran anknüpfend 
werden die vorhandenen Ansätze zur Beschreibung von Lösungsstrategien bei 
Aufzählproblemen dargestellt (2.3.2) und abschließend in Hinblick auf ihre 
Eignung zur Beschreibung von Strukturierungen bei Anzahlbestimmungsprob-
lemen betrachtet (2.3.3). 
2.3.1 Strukturierungen bei Anzahlbestimmungsproblemen 
Lockwood (2012, 2013) entwickelte im Rahmen ihrer Dissertation ein Modell, 
um das kombinatorische Denken von Lernenden beim Lösen komplexer An-
zahlbestimmungsprobleme besser beschreiben zu können. Sie untersuchte dazu 
die Anzahlbestimmungsprozesse von 22 Studierenden und leitete aus den empi-
rischen Erkenntnissen ein Beschreibungsmodell ab, in welchem sie die Bezie-
hungen zwischen dem Anzahlbestimmungsprozess (Counting Process), der zur 
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Anzahlbestimmung erstellten Rechnung (Formula/Expression) und der Figu-






















(1) Dem Modell ist zu entnehmen, dass zwischen dem Anzahlbestimmungspro-
zess (Counting process) und der Figuren-
menge (Set of Outcomes) eine wechselsei-
tige Beziehung herrscht. Diese ist von 
besonderem Interesse für die Betrachtung 
von Strukturierungsstrategien: So kann die 
Figurenmenge als Endprodukt des An-
zahlbestimmungsprozesses betrachtet 
werden. Zugleich kann rückwirkend aus 
der Strukturierung der Figurenmenge 
auch ein Anzahlbestimmungsprozess 
abgeleitet werden. Lockwood (2013) 
zeigt dabei auf, dass die von den Lernen-
den ermittelte Figurenmenge nicht in jedem Fall der gesuchten Figurenmenge 
entspricht, sondern in einigen Fällen durch den Anzahlbestimmungsprozess 
auch eine andere Figurenmenge erstellt wird.  
  
Abb. 2.2 Beziehung zwischen dem 
Anzahlbestimmungsprozess und der 
Figurenmenge (Lockwood 2013, S. 
254) 
Abb. 2.1 Modell zur Beschreibung des kombinatorischen 
Denkens von Lernenden (Lockwood 2013, S. 253 ) 
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(2) Neben der beschriebenen Beziehung wird auch die wechselseitige Bezie-
hung zwischen der Figurenmenge (Set of 
Outcomes) und der Formel oder Rech-
nung (Formula/Expression) (vgl. Lock-
wood 2012, S.253ff.) dargestellt. So ist es 
denkbar, dass Lernende zu einer bestimm-
ten Operation direkt eine Figurenmenge 
assoziieren. Für die Formel für Permutati-
onen ohne Wiederholung n! würde dies 
beispielsweise bedeuten, dass Lernende 
damit direkt die Vertauschung einer gege-
benen Anzahl von Elementen verknüpfen, 
ähnlich wie mit der Multiplikation bei-
spielsweise eine räumlich-simultane Anordnung von Objekten in einen Recht-
eckmuster verknüpft werden kann. Diese Beziehung wurde von Lockwood 
theoretisch erarbeitet, sie konnte diese jedoch von im Rahmen ihrer Untersu-
chung aus den Handlungen und Äußerungen der Lernenden nicht rekonstruie-
ren. Insofern fügt sie diese Beziehung als potentiell mögliche (symbolisiert 
durch gestrichelte Linien) in ihr Modell zur Beschreibung von Anzahlbestim-
mungskonzepten ein. 
 
(3) Mathematische Rechnungen (Formulas 
/ Expressions) stehen zudem in einer 
wechselseitigen Beziehung zu dem An-
zahlbestimmungsprozesse (Counting pro-
cess). Die Rechnungen lassen sich aus der 
Strukturierung der Anzahlbestimmungs-
prozesse (Counting processes) ableiten. So 
beobachtete Lockwood (2013) eine Reihe 
von Lernenden, die zunächst systematisch 
Figuren erstellten und auf dieser Grundlage 
eine Rechnung generierten. Zugleich ist es 
auch möglich, eine Rechnung zu erstellen 
und auf der Grundlage dieser den dazuge-
hörigen Anzahlbestimmungsprozess zu rekonstruieren.  
 
Für die Beschreibung von Strukturierungsstrategien ist aus Lockwoods Modell 
abzuleiten, dass in den Blick genommen werden sollte, in welchem Maße Struk-
turierungsstrategien den gesamten Anzahlbestimmungsprozess darstellen. Ist 
dies der Fall können aufgrund der dargestellten Beziehung zwischen dem An-
zahlbestimmungsprozess und der Figurenmenge konkrete Beziehungen zwi-
Abb. 2.3 Beziehung zwischen der 
Figurenmenge und der Formel 
(Lockwood 2013, S. 254) 
Abb. 2.4 Beziehung zwischen dem 
Anzahlbestimmungsprozess und der 
Rechnung (Lockwood 2013, S. 255) 
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schen der Strukturierungsstrategie und der Figurenmenge hergestellt werden. Zu 
berücksichtigen ist, dass gegebenenfalls eine den Anzahlbestimmungsprozess 
vollständig beschreibende Strukturierungsstrategie eine Figurenmenge erzeugt, 
die nicht der gesuchten Figurenmenge entspricht. Daher sollte die Beschreibung 
der Strukturierungsstrategien erstens berücksichtigen, ob diese den Anzahlbe-
stimmungsprozess zu Teilen oder vollständig beschreibt und zweitens möglichst 
auch Bezüge herstellen, ob diese die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt. 
Wenn, wie in dem Modell dargestellt, Beziehungen zwischen der zu erstellenden 
Figurenmenge und dem Anzahlbestimmungsprozess zu erkennen sind, bedarf es 
drittens einer Beschreibung der Strukturierungen, die auch die Eigenschaften 
der zu erstellenden Figurenmenge berücksichtigt. 
Aus der Beziehung zwischen dem Anzahlbestimmungsprozess und der Rech-
nung sind zudem Konsequenzen abzuleiten, welche sich insbesondere auf die 
Beziehung zwischen Strukturierungs- und Zählstrategien beziehen. Wenn Zähl-
strategien sich aus vorgenommenen Strukturierungen genieren lassen, so ist es 
möglich und sinnvoll diese ebenfalls auf die verwendete Beschreibung von 
Strukturierungsstrategien zurückzuführen.  
 
Ausgehend von diesen ersten Überlegungen zur Beschreibung von Strukturie-
rungsstrategien, werden im Folgenden die Beschreibungen von Lösungsstrate-
gien zu Auflistungsproblemen genauer betrachtet. 
2.3.2 Strukturierungen bei Auflistungsproblemen  
Innerhalb einiger Untersuchungen wird insbesondere in den Blick genommen, 
ob Lernende Vorgehensweisen verwenden, die den gesamten Lösungsprozess 
oder Teile dieses Prozesses strukturieren. Demzufolge lassen sich die beschrie-
benen Strategien als Strategien zur Strukturierung des Lösungsprozesses deuten 
und deren Beschreibung kann als Ansatzpunkt zur Beschreibung der Strukturie-
rungsstrategien in Kontext von Anzahlbestimmungsproblemen dienen. Im Fol-
genden werden diese verschiedenen Ansätze dargestellt.  
Die Suche ohne System, nach einem System und mit einem System 
In der bereits dargestellten Untersuchung von Piaget und Inhelder (1975) wer-
den die Strategien von Lernenden in eine «Suche ohne System» , eine «Suche 
nach einem System»  und eine «Suche mit einem System»  klassifiziert. Die 
«Suche ohne System»  beinhaltet dabei Vorgehensweisen von Lernenden, in 
denen keine klare Struktur erkennbar ist. Die «Suche nach einem System»  
beinhaltet Vorgehensweisen, in denen Handlungsmuster erkennbar sind, die das 
Vorgehen der Lernenden in Teilen strukturieren, bei denen jedoch abschließend 
Figuren ohne ein systematisches Vorgehen erzeugt werden (vgl. ebd. S. 170). 
Daraus lässt sich folgern, dass Teile der Figurenmenge strukturiert erstellt wer-
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den. Die «Suche mit einem System»  beschreibt Vorgehensweisen, mit denen 
die gesamte Figurenmenge produziert wird: „Subjects discover a system that no 
pairing is skipped“ (ebd. S. 170). Die drei Klassen an Vorgehensweisen geben 
demnach eine Auskunft darüber, inwiefern die Figurenmenge ohne Strukturie-
rung, mit einer teilweisen oder mit einer vollständigen Strukturierung erstellt 
wurde. In den Ausführungen Piagets und Inhelders sind zudem exemplarisch 
Strategien dargestellt. Ihre Ausführungen liefern jedoch keine Informationen 
darüber, welche Strukturierungen die Lernenden im Detail vorgenommen haben 
und worauf diese zurückzuführen sind. Setzt man die Beschreibungen in Bezie-
hung zu den Ausführungen Lockwoods (2012), so ist besonders zentral, dass die 
«Suche mit einem System»  sich bei Piaget und Inhelder (1975) darauf bezieht, 
dass die Figurenmenge vollzählig erstellt wird. Anzahlbestimmungsprozesse die 
vollständig strukturiert sind, jedoch nicht zur gesuchten Figurenmenge führen 
können demnach nicht als «Suche mit einem System»  klassifiziert werden, 
obwohl sie eine konsequente Strukturierung aufweisen.  
Vergnaud und Cohen (1969) griffen in ihrer Untersuchung zu Permutations-
problemen ebenfalls auf diese allgemeine Kategorisierung zurück. Gleiches gilt 
für die Beschreibungen von Larivée und Normandeau (1985). In beiden Studien 
werden zusätzlich konkrete Beschreibungen von Strategien vorgenommen, die 
den Kategorien «Suche ohne System» , «Suche nach einem System»  und 
«Suche mit System»  zugeordnet werden. Diesen Ansätzen lassen sich ebenfalls 
keine Ausführungen zu möglichen konsequenten Strukturierungsstrategien, die 
die Figurenmenge nicht vollzählig erstellen entnehmen. 
Klassifizierung in Niveaustufen 
English (1996, S. 94) beschreibt im Rahmen ihrer Untersuchungen mit 4- bis 9- 
Jährigen zur Lösung von Aufgabenstellungen zum Kreuzprodukt drei Niveau-
stufen: die «Nonplaning stage» , die «Transitional stage»  und die «Odometer 
stage» . Innerhalb der Niveaustufen berücksichtigt sie, ob Überprüfungshand-
lungen vorgenommen wurden und inwiefern die Lernenden die jeweilige Strate-
gie durchgängig angewendet haben. Auf der ersten Stufe wenden die Lernenden 
kein regelgeleitetes Vorgehen an, sondern ermitteln Lösungen über Versuch und 
Irrtum. Auf der zweiten Stufe entwickeln die Lernenden bereits Ansätze eines 
regelgeleiteten Vorgehens oder verwenden bereits Strategien, mit denen sie 
ausschöpfend alle Lösungen finden können. Auf der dritten Stufe greifen sie auf 
das sogenannte «Tachometerprinzip»  zurück. Dieses wird von English als 
Expertenstrategie hervorgehoben. Es entspricht der Stufung im Baumdiagramm: 
Ein Element wird so lange an einer festen Position beibehalten, bis es mit allen 
anderen Elementen kombiniert wurde. Die vollständige Verwendung dieser 
Expertenstrategie wird von English (1996) als höchstens Fähigkeitsniveau ein-
gestuft. Insofern bezieht sich die von der Autorin vorgenommene Beschreibung 
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nicht nur auf den Grad der Strukturierung, sondern stellt auch einen Bezug zu 
den fachlichen Vorgehensweisen her. In ihren Ausführungen werden Lösungs-
strategien, die zwar die Tachometerstrategie verwenden, die Figurenmenge 
jedoch nicht vollständig mittels dieser erzeugen als höhere Fähigkeit eingestuft, 
als andere Strategien, mittels derer die Lernenden die Figurenmenge vollzählig 
erstellen. Demnach werden bei dieser Kategorisierung nicht die Beziehungen 
zwischen den Strategien der Lernenden und deren Potential zur Erstellung der 
vollzähligen Figurenmenge in den Blick genommen, sondern vorrangig die 
Beziehung zu einem typischen fachlichen Vorgehen betrachtet. 
Beschreibung von Handlungsmustern 
Ziel der Langzeituntersuchung Martinos und ihrer Kollegen (1992) war die 
Beobachtung der Entwicklung mathematischer Konzepte von Lernenden bei-
spielhaft an kombinatorischen Problemstellungen. In den Ausführungen von 
Martino (1992) werden verschiedene Handlungsmuster von Lernenden be-
schrieben. Die von ihr vorgenommenen Beschreibungen charakterisieren die 
einzelnen Handlungsmuster der Lernenden und zeigen auf, dass diese über die 
Bearbeitung verschiedener Problemstellungen über mehrere Jahre zunehmend 
strukturierter werden. Aufgrund der Zielsetzung ihrer Untersuchung stellte sie 
bei der Beschreibung der Handlungsmuster anders als Piaget und Inhelder 
(1975), Vergnaud und Cohen (1969) und Larivée und Normandeau (1985) keine 
konkreten Bezüge dazu her, ob die Figurenmenge durch das Vorgehen vollstän-
dig oder zu Teilen erzeugt wird. Ebenso ist ihren Darstellungen anders als denen 
von English (1991, 1996) nicht zu entnehmen, inwiefern die Strukturierungen in 
einer Beziehung zu fachlichen Strategien stehen. 
Beziehung zwischen Mikro- und Makrostrategien 
In der bereits dargestellten Untersuchung Hoffmanns (2003) zum Vergleich der 
Problemlösestrategien von Primarstufenschülern mit denen von Sekundarstufen-
schülern arbeitete diese elementare Bausteine des kombinatorischen Problemlö-
sens heraus. Anders als die bereits beschriebenen Untersuchungen verbindet 
Hoffmann die Ebene der Beschreibung des gesamten Lösungsprozesses mit der 
der Betrachtung von Teilprozessen in Form von Strategien. Sie unterscheidet 
dabei zwischen Mikro- und Makrostrategien. Dabei versteht sie unter Mikrostra-
tegien Handlungsmuster, „die geeignet sind, um die folgende Kombination bzw. 
Kombinationen oder zumindest Teile von ihnen zu erstellen“ (ebd., S. 143). 
Makrostrategien, sind nach Hoffmann „Regeln für das Erzeugen möglichst aller 
Kombinationen“ (ebd., S. 143). An anderer Stelle definiert sie Makrostrategien 
als eine Regel, „die die Erstellung aller Kombinationen strukturiert“ (ebd., S. 
73). Den Ausführungen ist allerdings nicht eindeutig zu entnehmen, ob sich die 
Erstellung aller Kombinationen auf die vollzählige Erstellung der gesuchten 
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Figurenmenge bezieht oder auf die vollständige Strukturierung der von den 
Lernenden erstellten Kombinationen.  
Sie zeigt im Rahmen ihrer Untersuchung auf, dass sich die Makrostrategien der 
Lernenden in einigen Fällen als Kombination mehrerer Mikrostrategien be-
schreiben lassen. Sie geht dabei davon aus, dass Strategien im Sinne des Strate-
giekeims nach Stein (1995, 1996) kein bewusst geplantes Verhalten zugrunde 
liegen muss, obwohl es dennoch ein komplexes regelgeleitetes Handeln darstellt 
(vgl. Hoffmann 2003, S. 143). Die von Hoffmann vorgenommenen Beschrei-
bungen der Strategien beruhen dabei in Anlehnung an die Vorarbeiten Steins 
(1995) auf gestalttheoretischen Aspekten. Ihre Beschreibung der Strategien 
beruht insofern auf gestalttheoretischen Mustern, die sich in den Vorgehenswei-
sen der Lernenden erkennen lassen. Sie berücksichtigt also nicht, ob die Strate-
gien der Lernenden in Beziehung zu den zu erstellenden Figuren stehen.  
2.3.3 Zusammenfassung 
Bislang liegt noch kein Modell zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
im Kontext von Anzahlbestimmungsproblemen vor.  
Lockwoods (2012, 2013) Modell zur Beschreibung des kombinatorischen Den-
kens bei Anzahlbestimmungsproblemen zeigt Beziehungen zwischen den Struk-
turierungen und den Zählstrategien sowie der Verwendung kombinatorischer 
Operationen auf.  Es eignet sich insofern, um Beziehungen zwischen den ver-
schiedenen Zugängen zur Anzahlbestimmung zu beschreiben und zeigt zugleich 
auf welche Beziehungen potentiell zwischen den Strukturierungsstrategien, den 
Zählstrategien und der Figurenmenge bestehen. Das Modell gibt jedoch keine 
weiteren Aufschlüsse darüber, wie sich die Strukturierungen des Anzahlbestim-
mungsprozesses oder der Figurenmenge beschreiben lassen. Diesbezüglich 
liefern die Beschreibungen der Lösungsstrategien von Lernenden im Kontext 
von Auflistungsproblemen jedoch Ansatzpunkte. In der nachfolgenden Tabelle 
sind die in Studien verwendeten Beschreibungsansätze sowie deren Fokussie-







1. Suche ohne System, Suche 
nach einem System und 
Suche mit System  
Grad der Strukturierung des 
Lösungsprozesses (in Abhän-
gigkeit vom Alter) 
Piaget & Inhelder 
(1975); Vergnaud & 
Cohen (1969); Lari-
vée und Normandeau 
(1985) 
2. Niveaustufen Fähigkeitsstufung der Struktu-
rierungen in Abhängigkeit von 
einer Expertenstrategie 
English (1991, 1993a, 
1996) 
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3. Handlungsmuster Beziehungen zwischen einzel-
nen erstellten Figuren 
Martino (1992) & 
Maher et al. (2011);  
 
4. Mikro- und Makrostrate-
gien unter gestalttheoreti-
schen Gesichtspunkten 
Beziehung zwischen der Er-
stellung einzelner Figuren und 
der Strukturierung des gesam-
ten Lösungsprozesses 
Hoffmann (2003) 
Tab. 2.5 Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
 
Aus dem Modell Lockwoods (2012) zur Beschreibung der Anzahlbestimmungs-
konzepte von Lernenden ist abzuleiten, dass es zur Beschreibung von Struktu-
rierungen und Strukturierungsstrategien zentral ist, Bezüge zwischen dem Vor-
gehen, der dadurch erstellten sowie der gesuchten Figurenmenge und deren 
Eigenschaften herzustellen.  
Solche Bezüge werden in den Darstellungen von Piaget & Inhelder (1975) 
Vergnaud & Cohen (1969), Larivée und Normandeau (1985) und Hoffmann 
(2003) aufgrund anderer Zielsetzungen jedoch nicht bei Martino (1992) herge-
stellt. Die Unterscheidung in eine Suche nach oder mit System ebenso Auskunft 
darüber, inwiefern durch das Vorgehen Teile oder die gesamte Figurenmenge 
erstellt werden, wie durch die Charakterisierung mittels Mikro- und Makrostra-
tegien. Letztere verbindet zudem die Ebene der Beschreibung des gesamten 
Lösungsprozesses mit der Beschreibung von Teilen des Lösungsprozesses. Zu-
sätzlich ermöglicht eine solche Beschreibung auch das Herstellen von Bezie-
hungen zwischen teilweise und vollständig strukturierten Lösungswegen ver-
schiedener Lernender. So beschreibt Hoffmann (2003) einige Makrostrategien 
als Kombination mehrerer Mikrostrategien (eine genauere Betrachtung dieser 
erfolgt in Abschnitt 2.4.2). Die konkreten gestalttheoretischen Beschreibungen 
der Strategien berücksichtigen in diesem Ansatz jedoch nicht, in welcher Bezie-
hung diese zu den Eigenschaften der gesuchten kombinatorischen Figuren ste-
hen.  
Der Ansatz Englishs (1996) betrachtet vorrangig die Beziehung zwischen einer 
Expertenstrategie und den Strategien der Lernenden. Diese Beziehung ist zent-
ral, um Anknüpfungspunkte für die unterrichtliche Thematisierung zu finden. 
Allerdings ist von zentraler Bedeutung, in welchem Maße die Strategien sich 
eignen die Figurenmenge vollzählig zu erstellen. Da es grundsätzlich möglich 
ist, Anzahlbestimmungsprobleme über verschiedene Strukturierungen zu lösen, 
ist eine solche einseitige Betrachtung für die Beschreibung von Strukturierungs-
strategien weniger geeignet, wenngleich es sinnvoll erscheint, neben der Bezie-
hung zwischen der Figurenmenge und dem Anzahlbestimmungsprozess auch die 
Beziehungen zu den fachlichen Vorgehensweisen in den Blick zu nehmen.  
 
Festzuhalten ist dementsprechend, dass es verschiedene Zugänge zur Beschrei-
bung der Strategien von Lernenden gibt, aus denen sich erste Ansätze zur Be-
  
70 Das Lösen kombinatorischer Probleme im Spiegel der 
mathematikdidaktischen Forschung  
schreibung von Anzahlbestimmungsproblemen ableiten lassen. Diese eignen 
sich jedoch  verschiedener fehlender Elemente nicht vollständig, um die Struk-
turierungsstrategien bei Anzahlbestimmungsproblemen unter Berücksichtigung 
der herausgearbeiteten Aspekte zu beschreiben. Aus dem Ansatz Lockwoods 
(2012) wird abgeleitet, dass es wesentlich ist, die Beziehung zwischen dem 
Anzahlbestimmungsprozess oder gegebenenfalls der Rechnung und der gesuch-
ten Figurenmenge herzustellen. Sinnvoll erscheint es zudem Beziehungen zwi-
schen verschiedenen Strategien beschreiben zu können, wie es in dem Ansatz 
der Mikro- und Makrostrategien von Hoffmann (2003) der Fall ist. Auf der 
Basis des Ansatzes von English (1991) ist zudem zu überlegen, wie es möglich 
ist Beziehungen zwischen den Strukturierungsstrategien der Lernenden und 
fachlichen Strategien herzustellen. Es stellt sich die Frage, wie sich auf der 
Grundlage dieser Aspekte die Anzahlbestimmungsstrategien von Lernenden 
beschreiben lassen. 
2.4 Strukturierungsstrategien 
Als Ergebnis des ersten Kapitels wurde unter anderem herausgestellt, dass das 
Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen über das strukturierte Erstellen der 
Figurenmenge unter propädeutischen Gesichtspunkten von besonderer Bedeu-
tung ist (vgl. 1.4). Es stellt sich insofern die Frage, welche Kenntnisse bezüglich 
der Strukturierungsstrategien von Lernenden, insbesondere vor der Thematisie-
rung im Unterricht vorliegen. Unter dem Begriff „Strukturierungsstrategie“ 
werden dabei im Rahmen dieser Untersuchung alle Vorgehensweisen von Ler-
nenden zusammengefasst, die entweder die Strukturierung des Erstellens der 
Lösung, die räumliche Strukturierung der Figurenmenge oder die gedanklich 
vorgenommene Strukturierung der Figurenmenge beschreiben. Eine durch die 
Strukturierungsstrategie erzeugte Strukturierung kann die Figurenmenge teil-
weise oder vollständig darstellen.  
Für das Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen gibt es im Bereich der Pri-
marstufe diesbezüglich kaum Untersuchungsergebnisse. So wird in den meisten 
Studien nicht nach der Anzahl aller Figuren gefragt, sondern konkret danach, 
welche Möglichkeiten es gibt. Entsprechend werden neben den Ergebnissen zu 
Anzahlbestimmungsproblemen auch die Resultate zum Lösen von Aufzählprob-
lemen mit einbezogen. Im Fokus der Studienstehen dabei Strategien zum Erstel-
len der Figurenmenge. Insofern beschreiben diese Strategien, inwiefern Teile 
oder der gesamte Lösungsprozess strukturiert werden. In einigen Fällen werden 
neben den Strategien zum Erstellen der einzelnen Figuren auch Umstrukturie-
rungen sowie Überprüfungshandlungen berücksichtig, in denen die Strukturie-




Die Ergebnisse der Untersuchungen zu den Strukturierungsstrategien bei Auflis-
tungsproblemen werden im Folgenden mit Blick auf die Erkenntnisse bezüglich 
des Einflusses verschiedener Aufgabenvariablen in Abschnitt 2.1 und – soweit 
wie möglich – in Abhängigkeit von den Eigenschaften der zur erstellenden Figu-
renmenge (Aufgabenvariablen „kombinatorische Figur“ und „Anzahl der zu 
kombinierenden Elemente“) dargestellt. Eine Strukturierung hinsichtlich der 
zugrunde liegenden Modellvorstellungen entfällt, da die Untersuchungen fast 
ausschließlich Problemstellungen betrachten, die vorrangig den Selektionsge-
danken innehaben. 
2.4.1 Strategien bei verschiedenen Grundfiguren  
In diesem Abschnitt wird in den Blick genommen, welche Informationen bezüg-
lich der Vorgehensweisen bei speziellen kombinatorischen Figuren vorliegen. 
2.4.1.1 Kombinationen ohne und mit Wiederholung 
Hinsichtlich der Strategien bei Kombinationsaufgaben liegen bislang nur weni-
ge Erkenntnisse vor. Die folgenden Darstellungen basieren auf den bereits be-
schriebenen Untersuchungen Piagets und Inhelders (1975).  
Die Lernenden erhielten im Rahmen von Einzelinterviews farbige Spielsteine 
und den Auftrag, alle möglichen verschiedenen Paare aus drei, vier oder fünf 
Spielsteinen zu bilden. In einigen Fällen war dabei die Auswahl gleichfarbiger 
Spielsteine erlaubt, in einigen anderen Fällen nicht.  
Inhelder und Piaget beschreiben zur Lösung von Kombinationsproblemen ohne 
und mit Wiederholung einige Muster und Regelmäßigkeiten, die den Lösungs-
prozess vieler Lernender charakterisieren. Bei Lernenden, die auf der «Suche 











Die Kombinationen sind insofern verbunden, als dass eine Farbe in 
der neuen Kombination wieder genutzt wird, d.h. es werden Kreu-
zungen erstellt: AB, BC, CD, DE und EF. 
 
                                                          
 
 
12 Piaget und Inhelder beschreiben die verschiedenen Handlungsmuster, verwenden dazu 
jedoch keine Namen. Um die Strategien im Folgenden besser mit den Strategien anderer 
Untersuchungen vergleichen zu können, wurden die von Piaget und Inhelder beschriebe-
nen zentralen Charakteristika als Strategienamen verwendet. 
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Die Kinder bilden zunächst Kombinationen gemäß des zweiten 
Systems, um dann bei den folgenden Kombinationen eine Farbe 
jeweils aus der darauf folgenden Kombination zu übernehmen:  




Die Lernenden verwenden zur Lösungsfindung verschiedene Sym-
metrien 
AB, FE 
BC, ED, oder  
AB; AC; AD, AE; AF,  




Die Lernenden halten ein Element konstant, wenden das Vorgehen 
jedoch nicht konsequent an. 
AB, AC, AD, AE, AF;  
BC, BD; BE, BF  
Tab. 2.6 «Suche nach einem System» bei Kombinationen ohne Wiederholung (Pia-
get & Inhelder 1975, S. 166ff.) 
 
Zur Darstellung der Lösungen nahmen sie eine altersabhängige Stufung der 
Vorgehensweisen der Lernenden vor und beschreiben erst bei Lernenden im 
Stadium der formalen Operationen für Kombinationen strukturierte Vorgehens-
weisen. Eine mögliche Ursache sehen sie in den besonderen Eigenschaften der 
kombinatorischen Figur: 
„Why must we then wait for the formal level for such a system to be discovered? The 
answer is apparently that these correspondences are not independent of one another 
in the case of combinatoric operations, but that the do constitute a unique system of 
such a sort, that what is done first determines what follows. To construct seriation or 
correspondence it is enough to repeat the same operation a certain number of times 
and to invert it, taking into account all the terms. On the contrary, however to con-
struct a system of all the combinations of pairs possible with n terms (Piaget & In-
helder 1975, S. 172). 
Bezogen auf die «Suche mit System» beschreiben sie dabei exemplarisch drei 





AB, CD, AC, BD, AD and BC 
Are you guessing? Not at all. I looked for four of each and saw 
that three were enough. 
«Stos Strategie»   
(10,7 Jahre)  
Sto begins with six colors pairs first AB; AC, AD, AE,AF, FE, 
FD; FC; FB, BC; BD; BE,ED, EC, EB (which he removes) and 
finishes empirically.  
I.: Do you want to start again to see if you can do better? 
S.: then puts together AB, AC; AD, AE, AF; BC; BD; BE, BF 




(11,2 Jahre)  
CAD immediately finds a system for associating A with all the 
rest, then B with the following colors and C in the same way.  
C.: Five reds, fives blues, five greens. Because there are five 
piles, no six, but we put each one with all the others. 
Tab. 2.7 „Die Suche mit einem System“ bei Kombinationen (Piaget & Inhelder 1975, 
S. 167ff.) 
 
Ein Vergleich der beschriebenen Vorgehensweisen zeigt große Gemeinsamkeiten 
in den Strukturierungen. So lassen sich sowohl bei der «Suche nach einem Sys-
tem» als auch bei der «Suche mit einem System» Strukturierungen identifizie-
ren, die Piaget und Inhelder als «Juxtaposition» bezeichnen. Zugleich zeigte 
sich auch, dass bei der «Suche nach einem System» und bei der «Suche mit 
System» Strukturierungen im Sinne der «Odometerstrategy» («Tachometerprin-
zip») vorgenommen wurden. 
2.4.1.2 Permutationen ohne und mit Wiederholung 
Piaget und Inhelder (1975) betrachteten im Rahmen ihrer Untersuchung auch, 
wie Lernende Permutationsprobleme ohne und mit Wiederholung lösen. Dabei 
beobachteten sie jedoch nicht, welche Lösungswege die Lernenden intuitiv 
vornehmen, sondern beeinflussten das Vorgehen der Lernenden vorab. Im Rah-
men von Interviews erhielten die Lernenden zunächst zwei Spielfiguren. Ihnen 
wurde vorgeführt, dass es möglich ist, diese auf zwei Weisen nebeneinander 
anzuordnen. Die Lernenden erhielten den Auftrag, die gleiche Handlung mit 
zwei verschiedenfarbigen Spielsteinen durchzuführen. Anschließend erhielten 
sie eine dritte Figur und sollten zunächst alle möglichen Anordnungen der drei 
Figuren vornehmen, anschließend alle möglichen Anordnungen von vier. Hin-
sichtlich der Permutationen stellten Piaget und Inhelder (1975) fest, dass diese 
später als die anderen Operationen erfolgreich systematisch gelöst werden. Sie 
beschreiben eine Reihe von Vorgehensweisen der Lernenden exemplarisch, um 
die Zuordnung zu den Klassen nachvollziehen zu können. Sie nehmen jedoch 
bezüglich der Strategien der Lernenden keine Kategorisierungen vor. Im Rah-
men anderer Untersuchungen wurden Problemstellungen zu Permutationen ohne 
Wiederholung in den Blick genommen, nicht jedoch zu Permutationen mit Wie-
derholung. Insofern liegen bezüglich der Strukturierungsstrategien bei Permuta-
tionen mit Wiederholung bisher keine Ergebnisse vor. 
Vergnaud und Cohen (1969) stellten fest, dass Lernende bereits im Alter von 8 
Jahren fähig sind, alle gesuchten Permutationen ohne Wiederholung systema-
tisch zu erstellen. Die 138 Lernenden im Alter von 7,5 bis 9,5 Jahren sollten 
ebenfalls Permutationen aus drei bzw. vier farbigen Elementen ermitteln. Im 
Gegensatz zu den Untersuchungen Piagets erhielten sie die Aufgabenstellungen 
schriftlich. Für Permutationen aus drei Elementen beschreiben die Autoren drei 
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systematische Vorgehensweisen, die anderen Vorgehensweisen ordnen sie der 
Klasse «procedure sans systeme» zu: 
 
Strategie Beschreibung Beispiel 





Zwischen den drei Elementen wird eine 
Ordnung im Sinne des Alphabets herge-
stellt. Die Anordnung wird entspre-
chend der lexikographischen Darstel-
lung im Wörterbuch vorgenommen.  
BCT, BTC,  




Ein Element wird konstant gehalten, 
während sich die anderen beiden Ele-
mente symmetrisch verändern. 
BCT, TCB; 





Die drei Elemente rotieren jeweils nur 
um eine Position, wobei sich die Rei-
henfolge nicht verändert. 
BTC, CBT, TCB; 
Tab. 2.8 Strategien bei Permutationen ohne Wiederholung aus drei Elementen (vgl. 
Vergnaud & Cohen 1969) 
 
Bei der Erweiterung der Aufgabenstellung auf vier Elemente identifizierten 
Vergnaud und Cohen (1969) zwei systematische Handlungsmuster, die anderen 
wurden, wie bei den Aufgaben zu drei Elementen, als «procedure sans systeme» 
klassifiziert:13 
 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«1er constante» 
Konstanz des ersten 
Elements 
 
Das erste Element wird konstant 
gehalten, während mit den anderen 
drei Elementen die sechs mögl. Per-






Eine Permutation mit drei Elementen 
wird erstellt und das vierte Element 




Tab. 2.9 Strategien bei Permutationen ohne Wiederholung aus vier Elementen (vgl. 
Vergnaud & Cohen 1969) 
 
Ein Vergleich der Vorgehensweisen der Lernenden zur Lösung von Permutati-
onsproblemen mit drei und vier Elementen zeigt Zusammenhänge zwischen den 
Strategien der Lernenden auf. So werden bei den beiden ersten Strategien bei 
den dreidimensionalen und der ersten Strategie der vierdimensionalen Permuta-
tionen immer ein Element sowie dessen Position festgehalten, bis alle Möglich-
keiten mit dem Element an dieser Stelle gefunden wurden.  
                                                          
 
 
13 Vergnaud und Cohen (1969) legen nicht offen, wann sie ein Vorgehen als «procedure 




Hinsichtlich der Vorgehensweisen von 12- bis 14-jährigen Lernenden bei Per-
mutationsaufgaben ohne Wiederholung beobachteten Larivée und Normandeau 
(1985) ähnliche Strategien. Die 90 Lernenden erhielten – in Anlehnung an das 
Versuchsdesign Piagets – in Einzelinterviews die Aufgabe, aus drei bzw. vier 
verschieden farbigen Spielsteinen alle möglichen Permutationen herzustellen. 
Neben dem unsystematischen Herantasten («Tatonnement non-systematique») 
einiger Lernender, identifizierten sie fünf Strategien zur Lösungsfindung (vgl. 
Tab. 2.10), die sie als «Tatonnement systematique» (Systematisches Herantas-
ten) einstufen. 
 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«Strategie de la constante 
sur colonne» 
(Positionsstrategie 1)  
Ein Element wird an einer Position 
beibehalten, bis alle Figuren mit dem 




«Strategie de la constante 
sur deux colonnes» 
(Positionsstrategie 2) 
Zwei Elemente werden an festen 
Positionen beibehalten, bis alle 
Figuren mit diesen Elementen an den 





Eine Farbe durchläuft alle möglichen 
Positionen, während die anderen 
Farben ihre Reihenfolge beibehalten. 
Anschließend durchläuft die Farbe 
noch einmal alle Positionen, wäh-
rend die anderen beiden Farben in 






«Strategie de la diagonale» 
(Diagonalstrategie) 
 
Die erste Farbe durchläuft alle Posi-
tionen, wie bei der Zickzackstrategie. 
Anschließend werden auf allen 





«Changement de position» 
(Positionswechselstrategie) 
Ein neues Element wird vor die 
Permutationen, die aus einem Ele-
ment weniger als den gegebenen 
gebildet werden können, gesetzt und 
durchläuft anschließend jede mögli-







Tab. 2.10 Strategien bei Permutationen ohne Wiederholung zu drei und vier Ele-
menten (Larivée & Normandeau 1985) 
 
Die «Strategie circulaire» entspricht der von Vergnaud und Cohen (1969) be-
schriebenen «Procedure circulaire». Die «Strategie de la constante sur colonne» 
und die «Strategie de la constante sur deux colonnes» entsprechen in etwa der 
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beschriebenen Strategie «1er constante». Es geht ebenfalls darum, dass ein festes 
Element an einer festen Position beibehalten wird. Bei Letzterer werden sogar 
zwei Elemente und deren Positionen beibehalten. Neben diesen Strategien iden-
tifizierten sie drei weitere. Davon weist die Strategie «Changement de position» 
große Ähnlichkeiten zur Strategie «Procedure trous» auf. Ein Vergleich mit den 
von Piaget und Inhelder beschriebenen Strategien zeigt, dass die von Vergnaud 
und Cohen (1969) sowie Larivée und Normandeau (1985) dargestellten Strate-
gien «1er constante» und «Strategie de la constante sur une colonne ou sur deux 
colonnes» dem Tachometerprinzip entsprechen. In den bislang dargestellten 
Strategien zum Lösen von Permutationsproblemen werden dabei keine Bezüge 
hergestellt, ob mittels der Strategie die gesuchte Figurenmenge vollzählig er-
stellt wurde. 
 
Lack (2009) betrachtete die mathematische Begabung von Erst- und Zweitkläss-
lern. Dazu verwendete sie unter anderem zwei kombinatorische Problemstellun-
gen zu Permutationen ohne Wiederholung im Kontext des Bauens von Türmen 
sowie eine Problemstellung zu Variationen ohne Wiederholung. Anders als in 
den bereits dargestellten Studien erhielten die Lernenden im Rahmen dieser 
Untersuchung den Auftrag, die Anzahl aller Lösungen zu bestimmen. Die 23 
Lernenden bekamen die Aufgabe, aus drei bzw. vier verschiedenfarbigen Bau-
steinen alle möglichen drei bzw. vierstöckigen Türme zu erstellen. In Anlehnung 
an das Konzept  Steins und Hoffmanns (vgl. 2.3) klassifiziert sie die Strategien 
der Lernenden in drei Kategorien:  
1. Kein erkennbares Nutzen aufgabenspezifischer Strategien 
2. Anwenden eines Strategiekeims bzw. einer Mikrostrategie 
3. Anwenden einer Makrostrategie  
Hinsichtlich des Anwendens einer Mikrostrategie stellt sie Strategien von Ler-
nenden dar, in denen Ansätze der «Gegenpaarbildung», des «Tachometerprin-
zips», der «Lösungssuche in Phasen» sowie der «Umwendung» und «Orientie-
rung an Mustern» zu erkennen sind. Neben diesen Mikrostrategien beschreibt 
sie die Anwendung der drei Makrostrategien: «Gegenpaarbildung», «Tachome-
terprinzip» und «Lösungssuche in Phasen» (vgl. ebd. S. 188ff.). Die Mikrostra-
tegie «Gegenpaarbildung» unterscheidet sich von der namensgleichen Makro-
strategie in der konsequenten Anwendung des Vorgehens, diese ist bei der Mik-
rostrategie nicht gegeben. Lack weist bezüglich des Einsatzes von Makrostrate-
gien darauf hin, dass diese im Rahmen der Untersuchung von den Lernenden 
häufig nicht durchgängig oder konsequent angewendet wurden, so dass in vielen 
Fällen die Figurenmenge nicht vollzählig mittels der Makrostrategien ermittelt 
wurde. Im Folgenden werden die Makrostrategien dargestellt. Auf eine Darstel-
lung der Mikrostrategien wird an dieser Stelle verzichtet, da sich die ersten drei 
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identifizierten Mikrostrategien auf die Makrostrategien beziehen und eine aus-
führliche Darstellung der von Hoffmann (2003) identifizierten Mikrostrategien 
an späterer Stelle erfolgt (vgl. 2.4.2). 
 




darauf ausgerichtet ist, 
jeden neuen Turm in der 
Weise zu gestalten, dass 
alle Farben eine andere 
Position haben als im 
vorherigen Turm.“ (Hoff-
mann 2003, S. 187) 
 
Mias vollständige «Gegenpaarbildung»:  
rot blau gelb blau gelb rot 
gelb rot blau gelb rot blau 




gelb blau rot gelb rot blau 
blau gelb  gelb rot blau rot 




Die Farben von einer oder 
von zwei Ebenen werden 
so lange konstant gehal-
ten, bis die Elemente auf 
der bzw. auf den verblei-
benden Ebenen alle mög-
lichen Farben durchlaufen 
haben. 
 
Dinas vollständiges «Tachometerprinzip» 
gelb blau rot gelb rot blau 
blau gelb  gelb rot blau rot 






denen Strategien für län-
gere Phasen des Lösungs-
prozesses“ (ebd., S. 188).  
 
Ginas „rote Treppe“: 
gelb blau rot rot gelb blau 
blau rot gelb blau rot gelb 
rot gelb blau gelb blau rot 
 
Tab. 2.11 Strategien bei Permutationen ohne Wiederholung aus drei Bausteinen 
(Lack 2009, S. 191f.) 
 
Den von Lack (2009) verwendeten Beispielen ist zu entnehmen, dass die vorge-
nommene Klassifizierung mittels der von Hoffmann benannten Strategien für 
das Lösen von Permutationsproblemen scheinbar nicht ganz unproblematisch 
                                                          
 
 
14 Lack (2009, S. 187) zeigt auf, dass die vollständige «Gegenpaarbildung» in den Arbei-
ten Steins (1995) auf die Lösung zweifarbiger Problemstellungen ausgerichtet war und 
bei der Übertragung der Strategie auf Permutationsproblemen aus drei und vier Baustei-
nen Brüche auftreten müssen, da ansonsten nicht alle Lösungen mittels dieser Strategie 
gefunden werden können.  
 
15 Lack stellt jeweils die Schülerdokumente der Lernenden dar, zur besseren Vergleich-
barkeit wird hier auf eine Abbildung der Schülerdokumente verzichtet. 
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ist. So wird nicht eindeutig ersichtlich, wie sich die Strategien voneinander 
unterscheiden lassen. Hannahs Darstellung der Lösungen lässt sich auch als 
«Tachometerprinzip» deuten, bei dem der untere Stein jeweils beibehalten wird, 
bis alle Möglichkeiten mit diesem gefunden wurden. Ebenso ist den Schülerdo-
kumenten nicht zu entnehmen, weshalb Mias Vorgehen der «Gegenpaarbildung» 
jedoch nicht auch zusätzlich der «Lösungssuche in Phasen» entspricht. Ein Ver-
gleich ihres Vorgehens mit Ginas Strategie „rote Treppe“ zeigt auf, dass ihre 
Vorgehensweisen sich lediglich bezüglich des Beginns der roten Treppe unter-
scheiden. Insofern wäre es naheliegend, dass beide Strategien als eine Kombina-
tion aus der «Gegenpaarbildung» und der «Lösungssuche in Phasen» eingestuft 
werden, dies geschieht jedoch nicht. Anzunehmen ist, dass die Einordnung der 
Strategien, insbesondere auch auf der Grundlage der Äußerungen der Lernenden 
erfolgte und diese in den Darstellungen nicht ersichtlich werden. Die nicht ganz 
eindeutige Zuordnung zeigt jedoch auch auf, dass die vorgenommene Klassifi-
zierung für Permutationsprobleme weniger gut geeignet ist.  
Ein Vergleich der Strukturierungen der Figurenmengen durch die Lernenden 
zeigt Gemeinsamkeiten zu den Ergebnissen der bereits dargestellten Untersu-
chungen auf. Ebenso wie in den vorangegangenen Studien beobachtete Lack 
(2009) Strukturierungen im Sinne des «Tachometerprinzips». Zudem weist Mias 
«Gegenpaarbildung» große Gemeinsamkeiten zu der «Lückenstrategie» von 
Vergnaud und Cohen (1969) sowie zu der «Zickzackstrategie» und der «Diago-
nalstrategie» von Larivée und Normandeau (1985) auf, in allen Fällen durch-
läuft ein Element alle Positionen. 
 
Halani (2012) untersuchte in Interviews die Lösungsstrategien von vierzehn 
Studierenden bei der Lösung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme. 
Bezogen auf die Lösung von Permutationsproblemen beschreibt Halani zwei 
Varianten des klassischen «Tachometerprinzips», welches Piaget und Inhelder 
(1975) bereits bei der Lösung von Kombinationsproblemen beschreiben. Sie 
unterscheidet zwischen «Standard Odometer» und «Wacky Odometer»: 
 
“In the Standard Odometer way of thinking, one would first hold an item constant in 
the first position and then systematically (and possibly recursively) vary the other 
items. Following this, the item in the first position is changed and the process repeats 
until all possible items for the first position are exhausted.  
In the Wacky Odometer way of thinking, an item is still being held constant. In con-
trast to the Standard way of thinking however, the item being held constant is not 
necessarily in the first position. Here, the student would hold one item, say *, con-
stant in a given position and systematically vary items for the other positions. The 
position of * would then change and the process would repeat.” (ebd., S. 65) 
 
Sie veranschaulicht diese Variante des Tachometerprinzips an dem Vorgehen 




„Jack engaged in the Wacky Odometer way of thinking when he was attempting to 
find the number of permutations of the items {A, B, C}: “So when A is up front, 
there’s two options [moves the cards to create these different permutations]. If A is in 
the middle [moves the A card to the second position], there’s two options.  
That’s two – four. If A is in back [places the A card in the third position], there’s two 
options. Six.” 
 
“Jack’s explanation indicates that he chose the item A to hold constant in the first po-
sition. He then cycled through the possibilities for the items in the other positions, 
physically doing so in this case. He then changed the position of A, and cycled 
through the possibilities for the other positions, and repeated a third time. He antici-
pated that there would be 2 ways to position the remaining items when A was in the 
second and the third positions. Jack had trouble engaging the same way of thinking 
for permutations of 4 distinct objects, and instead reverted to engaging in the Stand-
ard Odometer way of thinking.” 
 
Ein Vergleich der Vorgehensweisen bei Aufgaben zu Kombinationen mit und 
ohne Wiederholung und bei Aufgaben zu Permutationsproblemen zeigt, dass in 
beiden Fällen die Strategie des Tachometerprinzips verwendet wird, die Strate-
gien sich ansonsten jedoch nicht überschneiden. Diese Erkenntnis ist insofern 
wenig verwunderlich, als schon Hefendehl-Hebeker und Törner (1984) darauf 
hinweisen, dass Lernende in der Regel Strategien verwenden, die den durch die 
Aufgabenstellungen suggerierten Handlungsabläufen entsprechen. Die be-
schriebenen Aufgaben zu Kombinationen erfordern die Auswahl und Zusam-
menstellung von Objekten. Die Permutationsprobleme hingegen erfordern eine 
Veränderung der Anordnung der Reihenfolge der Objekte, wobei es nicht not-
wendig ist, Auswahlen zu treffen.  
 
2.4.1.3 Variationen ohne und mit Wiederholung 
In der zweiten Untersuchung Piaget und Inhelders (1975) zur Lösung von Varia-
tionsproblemen erhielten die Lernenden Spielkarten und den Auftrag aus drei, 
vier, fünf und mehr Spielkarten jeweils alle möglichen zweistelligen Zahlen zu 
legen. In einigen Fällen waren dabei Wiederholungen zugelassen, in anderen 
nicht. Ebenso wie bei den Permutationen und Kombinationen nehmen die Auto-
ren eine altersabhängige Stufung der Vorgehensweisen der Lernenden vor. Be-
zogen auf die «Suche nach einem System» beschreiben sie dabei exemplarisch 
die Strategien von Lernenden als Beispiele für systematische Vorgehensweisen. 
Sie stellen heraus, dass die meisten Schüler zunächst mit Versuch- und Irr-
tumsstrategien beginnen, dann jedoch in vielen Fällen erkennen, dass sie die 
natürliche Ordnung der Ziffern nutzen können (vgl. Piaget & Inhelder 1975). 
Die nachfolgenden Transkriptausschnitte (vgl. Tab. 2.12) zeigen exemplarisch 
auf, welche Strategien Piaget und Inhelder als «Suche nach einem System» 
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klassifizieren. Die Ausschnitte zeigen dabei Lösungsstrategien von Lernenden 
zu einem Variationsproblem mit Wiederholung, bei dem die Lernenden alle 








One after the other, makes 13,12,11,32,23,31,22, und 33 
Can you make anymore?  














11, 21, 23, 31, 32,… 
Do you know how many there will be in all?  
There will be maybe … (he adds 22…) eight like that. 
There 11, 12, 13. Oh and I forgot 21, 23 and 22 is missing. And 
31, 32, 33. That makes 9.  
What if I let you use the digit 4?  
Then I could make 41,42,43,44.  
Those are the only ones? 









Three, no more than that. Six I believe. He makes one after the 
other 12, 21, 33, 11, 22, 23, 32, 13 und 31 and keeps looking 
around to see, if he has made them all. 
If you think about it, can you know if you made all there are? 
No, oh, yes, I can look to see if there are 1, 2 and 3 (in equal num-
ber) and if we made all the pairs. 
Tab. 2.12 «Suche nach einem System» bei Variationen (vgl. Piaget & Inhelder 1975, 
S. 201ff.) 
 
Zu berücksichtigen ist dabei, dass sie nur Beispiele zu Variationen mit Wieder-
holung zeigen. Eine genauere Betrachtung der Strategien zeigt Handlungsmuster 
auf, welche teilweise Gemeinsamkeiten zu den bereits dargestellten Strategien 
aufweisen, jedoch zu großen Teilen noch nicht benannt wurden. So hält Bon 
zunächst im Sinne des «Tachometerprinzips» die Ziffer „1“ konstant an der 
Einerstelle, anschließend verwendet er jedoch andere Strategien. Dem Vorgehen 
von De ist zu entnehmen, dass dieser immer ein Element aus der bereits erstell-
ten Figur beibehält, um die nächste Figur zu erzeugen. In Mets Äußerung lassen 
sich eine Vertauschung der Anordnung der Elemente identifizieren sowie die 





Bezogen auf die «Suche mit System» beschreiben Piaget und Inhelder (1975, S. 

















We begin with only two elements 1 and 2. Ger finds immediately 
12, 21, 11, 22. 




There are three different digits and we can invert them two times 
Try it.  
There (He makes 13, 31; 12, 21, 32, 23, 11, 22, and 33) That 
makes nine.  
Can we put them in a different arrangement? 

















A. shows from the beginning the four possible pairs of two digits. 
And what will you get with 1, 2 and 3? 
A. makes 11, 22, 33, 12, 13, 21, 23… 
How many will it be in all?  
Twelve 
Why 
A series like that with 1 and with 2 etc. and three times four is 
twelve. Oh no, eighteen, three piles of six, then that makes nine 
numbers.  
Now try it with four digits 
makes 11, 12, 13, 14, 22, 23, 21, 24, 33, 31, 32, 34, 44, 43, 42, 41 
Is that all? 
Yes I started with all the numbers beginning with 1, then begin-



















What will it make with three digits? 
It will give six numbers  
Why six? 
First we can make the numbers 11, 22, and 33, then 12, and 13, 
21, 23, 31 and 32. That are 9 possibilities. 
With four numbers? 
There will be twelve 
Why? 
Because four times four makes twelve. Oh no, sixteen. 
Why four times four? 
With three counters there are nine possibilities, thus with four 
there are sixteen.  
But why? 
Each digit can go with each of the four digits. The 1 with the 1, 
with the 2 with the 3 and with the 4, etc. 
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G. finds empirically the nine arrangements of three digits in 
pairs.  
What if I give you four digits? 
I would have sixteen 
Why? 
 (he laughs) Since with one digit and these three others we can 
make four combinations and then the same thing with then sec-
ond digit, etc. that will make sixteen in all.  
Tab. 2.13 «Suche mit System» bei Variationen (Piaget & Inhelder 1975, S. 206ff.) 
 
Die von Piaget und Inhelder dargestellten Lösungswege der Lernenden weisen 
verschiedene Systematiken auf. Eine konkretere Beschreibung bzw. Klassifizie-
rung der Strategien und Strukturierungen der Lernenden wird jedoch nicht an-
gegeben. Eine genauere Betrachtung zeigt aber, dass einige Lernende das «Ta-
chometerprinzip» zur Lösung verwenden (beispielsweise Mat und Gra bei vier 
Ziffernkarten). Die vorgenommene Tachometerstrukturierung wird insbesondere 
in Mats Argumentation deutlich: „Each digit can go with each of the four digits. 
The 1 with the 1, with the 2 with the 3 and with the 4, etc.” Die meisten der 
strukturierten Vorgehensweisen wie beispielsweise die von Ger, die von Ala und 
die von Mat bei drei Ziffernkarten lassen sich zwar keiner der in anderen Unter-
suchungen beschriebenen Strategien eindeutig zuordnen, es zeigen sich jedoch 
große Gemeinsamkeiten: Alas und Mats Strategien bei drei Ziffernkarten lassen 
sich beispielsweise als eine «Lösungssuche in Phasen deuten». Sie bildet zu-
nächst zweistellige Zahlen aus zwei gleichen Ziffernkarten und anschließend – 
unter Verwendung des «Tachometerprinzips» – alle Zahlen, in denen eine Ziffer 
genau einmal vorkommt. 
Aus einer Langzeituntersuchung Mahers, Martinos und ihrer Kollegen (vgl. u.a. 
Maher et al. 2011) zur Entwicklung mathematischer Konzepte am Beispiel der 
Kombinatorik liegen ebenfalls Informationen über die Strategien der Lernenden 
zur Lösung von Variationsproblemen mit Wiederholung vor. Im Rahmen ihrer 
Studie stellten sie einer Gruppe von Lernenden kombinatorische Anzahlbestim-
mungsprobleme. In den Klassenstufen 2 bis 4 erhielten die Probanden drei- bis 
fünfdimensionale Probleme in Kontexten, in denen Kombinationen aus Klei-
dungsstücken bzw. Geschirr zusammengestellt sowie Türme aus einer vorgege-






(1) Bilden aller Kombinationsmöglichkeiten aus drei Hosen und zwei 
T-Shirts.  
3. Klasse  
 
Schüler erhalten erneut Problem (1). 
(2) Bilden vierstöckiger Türme aus zwei Farben.  
(3) Bilden von Kombinationen aus zwei Tassen, zwei Schalen und 
drei Tellern. 
4. Klasse  
 
(4) Bilden aller Kombinationsmöglichkeiten aus vier Hosen und vier 
T-Shirts. 
(5) Bilden fünf- und sechsstöckiger Türme aus zwei Farben.  
Tab. 2.14 Verwendete Aufgaben im Rahmen der Langzeituntersuchung Martinos 
(1992, S. 7f.) 
 
Die Problemstellungen (1), (3) und (4) lassen sich dem klassischen Kreuzpro-
dukt zuordnen: Es müssen aus zueinander disjunkten Mengen (Hosen und T-
Shirts bzw. Tassen, Schalen und Tellern) Kombinationen erstellt werden. Die 
Problemstellungen (2) und (5) sind mittels der allgemeinen Produktregel lösbar 
und lassen sich als Figuren des Typs Variationen mit Wiederholung identifizie-
ren. Es müssen Auswahlen an farbigen Bausteinen getroffen werden, die zu-
sammen einen Turm ergeben. Türme, die die gleiche Farbkombination enthal-
ten, deren Anordnung sich jedoch unterscheidet, werden als verschieden be-
trachtet.  
Die Lernenden erhielten die verschiedenen Aufgabenstellungen im Unterricht, 
bearbeiteten sie in Kleingruppen schriftlich und diskutierten sie anschließend im 
Klassenverband. 
 
Lösung vierdimensionaler Probleme 
Für das Lösen von vierstöckigen Türmen beschreibt Martino (1992) im Rahmen 
ihrer Dissertation folgende Strategien:  
 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«Opposites» 
(Gegenpaarbildung) 
Bei der Bildung von Ge-
genpaaren wird die eine 
Farbe jeweils durch die 
andere ersetzt. Die «Ge-
genpaarbildung» konnte 
Martino bei den Lösungs-
wegen von allen Schülern 
beobachten. Teilweise 
lösten die Gruppen sogar 
die gesamte Aufgabe mit 
Hilfe von Gegenpaaren. 
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«Stairs» 
(Treppenbildung) 
Bei der Treppenbildung 
wird ein Element im Sinne 




       
       
       







Das Muster der Cousins 
bezeichnet in Anlehnung 
an die Äußerung eines 
Schülers die Bildung von 
Umwendungen. Ein neuer 
Turm wird entsprechend 
gebildet, indem ein alter 
Turm um 180° umgewen-
det wird. 
 
   
   
   










       
       
       




Die Farben in einem Ob-









«Red in the top blue 
in the bottom» 
(Rot oben - blau 
unten) 
Benennung nach der Posi-





   
   
   










Zerlegung in Gruppen. Es 
werden alle Türme mit 
exakt vier schwarzen, dann 
alle Türme mit exakte drei 
schwarzen, zwei schwar-
zen, einem schwarzen und 




(Maher et al. 2011, S. 57 ) 
Tab. 2.15 Strategien zur Lösung zweifarbiger Aufgabenstellungen zu Variationen 






Lösung fünf- und sechsdimensionaler Probleme 
Bezüglich der Lösung fünf- und sechsdimensionaler Anzahlbestimmungsprob-
leme beobachtete Martino (1992) ebenfalls die Anwendung der Gegenpaar- und 
der Treppenbildung. Zudem identifizierte sie einige weitere Muster:  
 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«Groupstrategy» 
(Gruppenbildung) 
Ordnung der Kombinationen 
nicht in Paaren, sondern in 
Gruppen oder sogenannten 
Familien:  
a) Groups: Bilden einer Kom-
bination, des Gegenpaares, 
der Umwendung des Gegen-
paares und dessen Gegenpaar. 
 
        
        
        
        
        
 
b) Families: Orientierung an 
der Anzahl der Farben; 4-1 
Familie und 3-2 Familie. 
 
         
         
         
         
         
 
       
       
       
       




Eine Aufgabe wird gelöst, 
indem zunächst eine einfache-
re bearbeitet und die Lösung 
auf die komplexere übertra-
gen wird:  
Keine Veranschaulichung: 
Bildung der Möglichkeiten für 






Beim Bau sechsstöckiger 
Türme wird die Farbe an 
einer Position konstant gehal-
ten, während die Farbvertei-
lung in den anderen Positio-
nen geändert wird. 
 
       
       
       
       
       
       
 
Tab. 2.16 Strategien zur Lösung zweifarbiger Aufgabenstellungen zu Variationen 
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Beim Vergleich der von Martino (1992) beschriebenen Strategien zu Variations-
problemen mit Wiederholung bei zweifarbigen Türmen mit Strategien bei ande-
ren Aufgabenstellungen fällt insbesondere auf, dass die Strategie des Tachome-
terprinzips nicht verwendet wird.  
2.4.2 Strategien zum Kreuzprodukt und zur Produktregel 
Im Rahmen einiger Untersuchungen werden keine weiteren Unterscheidungen 
bzgl. der zugrunde liegenden kombinatorischen Figuren vorgenommen, sondern 
Aufgabenstellungen zur allgemeinen Produktregel in den Blick genommen. 
Diese werden im Folgenden genauer betrachtet. 
2.4.2.1 Strategien bei Problemstellungen zum Kreuzprodukt 
English (1991, 1993a, 1993b, 2007) untersuchte, wie Lernende zwei- und drei-
dimensionale kombinatorische Probleme zum Kreuzprodukt lösen. Dabei stellte 
sie zunächst in einer Interviewstudie mit 50 Lernenden fest, dass 4- bis 9-
Jährige bereits in der Lage sind, Strategien zur Lösung zweidimensionaler kom-
binatorischer Problemstellungen zu finden (English 1991). Sie identifizierte für 
das Lösen zweidimensionaler Problemstellungen, die sich allesamt auf das An-
kleiden von Bären bezogen, sechs Lösungsstrategien, die von zufälligen Heran-
gehensweisen über Versuch und Irrtum bis zu einem systematischen Finden aller 
Möglichkeiten reichen (vgl. English 1991). English ordnet die identifizierten 
Strategen dabei drei altersunabhängigen Stufen zu: 
 
Nonplanning stage 
1. „random selection of 
items with no rejection of 
inappropriate items” 
Die Lösungsstrategie ist gekennzeichnet durch eine zufäl-
lige Auswahl der Kleidungsstücke. Ob Kleidungsstücke 
bereits miteinander kombiniert wurden wird nicht berück-
sichtigt. 
2. “Trial and error proce-
dure with random item 
selection and rejection of 
inappropriate items” 
Die Lernenden wählen die Kleidungsstücke zufällig aus. 
Durch Überprüfungshandlungen stellen sie jedoch sicher, 
dass keine Kombinationen doppelt erstellt werden. 
Transitional stage 
3. “Emerging pattern in 
item selection, with rejec-
tion of inappropriate items” 
Die Lernenden zeigen bei der Auswahl der Kleidungsstü-
cke – beispielsweise bei der Wahl der Hosenfarbe – ein 
zyklisches oder alternierendes Muster, welches jedoch 
nicht konsequent angewendet wird. Oftmals greifen die 
Lernenden anschließend auf eine Versuch- und Irr-
tumsstrategie zurück. 
4. “Consistent and com-
plete cyclical pattern in 
item selection with rejec-
tion of inappropriate items” 
Die Lernenden verwenden ein vollständiges zyklisches 
Muster. Dieses kann sich auf die Farben der Hosen oder 
der Oberteile oder auf beides beziehen. Charakteristisch 
ist, dass mittels des zyklischen Musters alle möglichen 




5. “Emerge of an odometer 
pattern in item selection, 
with possible item rejec-
tion” 
Beim Tachometerprinzip wird die farbliche Auswahl eines 
Kleidungsstückes so lange beibehalten, bis alle möglichen 
Kombinationen mit diesem Kleidungsstück ermittelt sind. 
Bei der fünften Strategie wird dieses Tachometerprinzip 
unvollständig angewendet: 
 Es entstehen noch doppelte Kombinationen.  
 Es werden nicht ausschöpfend alle Kombinationen 
mit einem gleichbleibenden Kleidungsstück gebildet. 
 Lernende erkennen nicht, dass alle Kombinationen 
gefunden wurden.  
6. “Complete odometer 
pattern in item selection, 
with no rejection of items” 
Das Tachometerprinzip wird vollständig angewendet. Die 
Lernenden erkennen oftmals selbstständig, dass es keine 
weiteren Lösungen geben kann und begründen dies auch. 
Tab. 2.17 Strategien zur Lösung zweidimensionaler Aufgaben zum Kreuzprodukt 
(vgl. English 1991, S. 458ff.) 
 
Im Rahmen einer weiteren Untersuchung interviewte English insgesamt 96 
Lernende ohne kombinatorische Vorkenntnisse aus dem Unterricht zur Bearbei-
tung zwei- und dreidimensionaler Problemstellungen zum Kreuzprodukt. Eben-
so wie in ihrer ersten Untersuchung erhielten die Lernenden zweidimensionale 
Aufgabenstellungen, in denen sie Bären verschiedene Kombinationen aus Klei-
dungstücken anziehen sollten. Zusätzlich erhielten die Lernenden auch dreidi-
mensionale Aufgabenstellungen, in denen sie neben der Auswahl von Hosen und 
Oberteilen verschiedenfarbige Tennisschläger auswählen sollten (vgl. 1992a, 
1992b, 1993b). Dabei identifizierte die Autorin insgesamt zehn verschiedene 
Strategien, von denen die ersten fünf den Strategien 2 bis 6 zur Lösung zweidi-
mensionaler Aufgabenstellungen zum Kreuzprodukt entsprechen (vgl. Abb. 2.5). 
Die Vorgehensweisen veranschaulichte sie in Form von Baumdiagrammen. 
Strategie 5 zeigt dabei das von den Lernenden verwendete Tachometerprinzip, 
welches der fachlichen Strukturierung im Baumdiagramm entspricht. 
 
 
Abb. 2.5 Strategien zur Lösung zweidimensionaler kombinatorischer Anzahlbe-
stimmungsprobleme (English 2007, S. 145) 
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Zur Lösung dreidimensionaler Aufgabenstellungen identifizierte sie fünf weitere 
Strategien, die enge Bezüge zu den bereits beschriebenen Strategien beim Lösen 
zweidimensionaler Aufgabenstellungen aufweisen: 
 
Strategie Beschreibung 
Strategy 6 Die Lernenden suchen die Kombinationen mit zusätzlichen Tennisschlä-
gern durch Versuch und Irrtum. 
Strategy 7 Die Lernenden halten zwei Elemente konstant, jedoch nicht durchgän-
gig. Fehlende Elemente werden über „Versuch- und Irrtum“ ermittelt. 
Strategy 8 Die Lernenden schöpfen alle Möglichkeiten für das zweite konstante 
Element (= Nebenkonstante) aus, übersehen aber, dass es eine weitere 
Möglichkeit g, die Nebenkonstante mit der Hauptkonstanten zu kombi-
nieren. 
Strategy 9 Die Lernenden verwenden das Tachometerprinzip, jedoch unvollständig.  
Strategy 10 Die Lernenden verwenden das Tachometerprinzip vollständig und ermit-
teln ausschöpfend alle Kombinationen. 
Tab. 2.18 Strategien zur Lösung dreidimensionaler Problemstellungen zum 
Kreuzprodukt (English 2007, S. 146) 
 
Diese Strategien veranschaulicht sie ebenfalls in Baumdiagrammen: 
 
Abb. 2.6 Strategien zur Lösung dreidimensionaler kombinatorischer Anzahlbe-




Die Ergebnisse der Untersuchungen Englishs (1992a, 1992b, 1993b, 2007) 
zeigen einerseits auf, dass Lernende früher als von Piaget und Inhelder (1975) 
angenommen in der Lage sind, kombinatorische Problemstellungen systema-
tisch zu lösen. Gleichzeitig verdeutlichen sie in Bezug auf den Einsatz von Stra-
tegien, dass es Zusammenhänge zwischen den Strategien zur Lösung zwei- und 
dreidimensionaler Aufgabenstellungen gibt. Im Rahmen ihrer Untersuchung 
stellt English dabei Bezüge zwischen dem fachlichen Konzept des Baumdia-
gramms und der zugrunde liegenden Stufung der Lernenden her. Kritisch anzu-
merken ist, dass sie von einer besten Lösungsstrategie, dem Tachometerzähl-
prinzip ausgeht und andere vollständig strukturierte Strategien stattdessen als 
Übergang zu einem algorithmischen Vorgehen beschreibt.  
 
Die bereits beschriebene Langzeituntersuchung Martinos (1992) liefert weitere 
Informationen über die Handlungsmuster von Lernenden bei der Bearbeitung 
von Aufgabenstellungen zum Kreuzprodukt. Im Rahmen der Untersuchung 
wurden die Strategien der Lernenden zur Lösung der Aufgaben zum Kreuzpro-
dukt dargestellt. Martino und ihre Kollegen (Martino 1992; Maher & Martino 
1992a; 1996) stellten fest, dass die Lernenden die erste Problemstellung in der 
zweiten und dritten Klasse bildlich lösten. Dabei kam in der zweiten Klasse 





Michael nimmt zunächst 
an, es könnten zwei Out-
fits erstellt werden. An-
schließend erstellt er eine 
Eins-zu-Eins-Zuordnung 
der Oberteile und Hosen, 
dazu malt er eine in der 
Aufgabenstellung nicht 
gegebene Hose. 
Two letter coding strate-
gy (Stephanie) 
 
Stephanie kodiert jedes 
Kleidungsstück mit einem 
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Line strategy (Dana) 
 
Dana verbindet durch 
Linien eine Jeans mit 
allen Oberteilen. Die 
zweite Jeans verbindet sie 
mit zweien der drei Ober-
teile. 
Tab. 2.19 Strategien der Lernenden in der zweiten Klasse (Martino 1992, S. 47). 
 
Die Betrachtung der Lösungswege der Lernenden zeigt, dass Dana und Stepha-
nie in der zweiten Klasse ein Vorgehen zeigen, das in weiten Teilen der Tacho-
meterstrategie von English entspricht. Sie halten (jeweils) ein Objekt (eine Ho-
se) solange konstant, bis sie alle möglichen Kombinationen mit diesem gefun-
den haben. Dana notierte lediglich eine Farbkombination nicht, mit dem Argu-
ment, die Kleidungsstücke würden farblich nicht zueinander passen. Der Schü-
ler Michael erstellte alle einfarbigen Kombinationen.  
In der dritten Klasse ermittelten alle erwähnten Lernenden die richtige Anzahl 
an Möglichkeiten. Während Michael dazu die von Stephanie in der zweiten 
Klasse verwendete Strategie der Kodierung der einzelnen Kleidungsstücke nutz-
te, verwendeten Stephanie und Dana die Tachometerstrategie. Die Strategien zur 
Lösung der Geschirraufgabe werden hingegen nicht im Detail beschrieben.  
 
Für das Lösen von Problemstellungen zum Kreuzprodukt liegen konkretere 
Beschreibungen zu Fehlern und Schwierigkeiten von Lernenden im Primarbe-
reich vor (Campo et al. 2011; English 1993b).  
Campo et al. (2011) identifizierten die Schwierigkeiten und Fehler von 8- bis 
11- jährigen Grundschülerinnen in brasilianischen Grundschulen. Die Lernen-
den lösten die Problemstellungen in drei verschiedenen Testsituationen:  
a) als schriftlicher Test ohne weitere Instruktionen; 
b) als schriftlicher Test in einer Interviewsituation mit Interventionen 
seitens des Interviewers; 
c) in einer Interviewsituation mit Interventionen seitens des Intervie-
wers. 
Sie erkannten vier verschiedene Fehlertypen und unterschieden die Fehler be-






Fehler 1: Die Lernenden verwenden weder eine mathematische Operation noch 
irgendeine Strategie, um die Aufgabe zu lösen. Sie geben als Antwort 
einen Teil des Problems wieder oder malen Blusen und Röcke, die der 
Anzahl der gegebenen Kleidungsstücke in der Aufgabenstellung entspre-
chen können, aber nicht müssen. 
Fehler 2: Die Lernenden verwenden eine unpassende Operation und verknüpfen 
mittels dieser die in der Aufgabenstellung gegebenen oder fremde Zah-
lenwerte.  
In vielen Fällen gehen die Lernenden additiv vor, wenn eine multiplika-
tive Lösung erforderlich wäre oder sie gehen subtraktiv vor, wenn eine 




Die Lernenden nehmen an, dass feste Kombinationen entstehen müssen 
und erstellen eine Eins-zu-Eins-Zuordnung. Ein Oberteil kann nur mit 
genau einem Kleid kombiniert und nicht mehrmals verwendet werden. In 





Die Lernenden bilden keine feste Eins-zu-Eins-Zuordnung mehr, sondern 
akzeptieren, dass in diesem Fall ein Kleidungsstück, bspw. eine Bluse, 
mit mehr als einem anderen Teil kombiniert werden kann. Jedoch zielen 
sie insgesamt darauf ab, dass jedes Element mindestens einmal verwen-
det wurde.  
Tab. 2.20 Fehler von Grundschülern bei der Lösung von Aufgabenstellungen zum 
Kreuzprodukt (vgl. Campo et al. 2011) 
 
Der in der Untersuchung beschriebene Fehler des Bildens fester Kombinationen 
(one-to-one correspondence) wird auch in anderen Untersuchungen aufgeführt 
(vgl. English 1993a, 1993b; Maher & Martino 1992a, 1992b; Martino & Maher 
1999). English (1993a, S. 14) geht zum Beispiel davon aus, dass die Ursache 
dieses Fehlers in einer fehlerhaften Deutung der Lernenden liegt. Sie nimmt an, 
dass die Lernenden den Hinweis „Jedes Element nur ein einziges Mal auswäh-
len“ fehlinterpretieren im Sinne von „Verschieden in allen Wegen“ und entspre-
chend das Ziel „Alle verschiedenen Outfits finden“ als einen Indikator dafür 
verstehen, jedes neue Outfit komplett unterschiedlich von den vorangegangenen 
zu machen. 
English (1991, 1993a) beschreibt in ihren Untersuchungen, dass die Lernenden 
zu wenige oder doppelte Kombinationen ermitteln oder, nachdem alle Kombina-
tionen gefunden wurden, nicht feststellen, dass es keine Möglichkeiten mehr 
gibt. Diese beschriebenen sehr allgemeinen Rückbezüge auf das Vorgehen und 
die Anzahl der ermittelten Ergebnisse werden auch im Rahmen der Untersu-
chungen von Piaget und Inhelder (1975) zum Lösen von Kombinations-, Varia-
tions- und Permutationsproblemen benannt. Die Autoren gehen jedoch in beiden 
Fällen nicht auf eine genauere Analyse der Fehler, ihrer Ursachen und Hinter-
gründe zur fehlerhaften Anzahlermittlung ein. 
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2.4.2.2  Strategien bei Problemstellungen zur Produktregel 
Beim Vergleich der Vorgehensweisen von Primarstufenschülern mit denen von 
Sekundarstufenschülern mit dem Ziel, elementare Bausteine des kombinatori-
schen Problemlösens herauszuarbeiten, verwendete Hoffmann (2003) zueinan-
der isomorphe zwei- und dreidimensionale Häuser- und Farbenschlossaufgaben. 
Die verwendeten Problemstellungen sind alle mittels der allgemeinen Produkt-





Im Dach und Erdgeschoss dürfen jeweils 
vier verschiedene Farben genutzt werden, 
einfarbige Häuser sind nicht erlaubt. Es 
gibt 4 ∙ 3 = 12 Möglichkeiten. 
------------ 
„Haus (3)-8“ 
Im Dach, Erdgeschoss und Keller dürfen 
jeweils zwei Farben verwendet werden. 
Es gibt 2 = 8 Möglichkeiten. 
„Farbenschloss (3)-8“ 
Auf drei Ebenen des Farbenschlosses sind 
jeweils zwei verschiedene Farben möglich. 
Es gibt 2 = 8 Möglichkeiten 
„Haus (3)-16“ 
Im Keller sind 4 Farben erlaubt, im 
Erdgeschoss und im Dach 2 verschiedene 
Farben. Es gibt 4 ∙ 2 = 16 Möglichkei-
ten. 
„Farbenschloss (3)-16“ 
Auf der untersten Ebene sind 4 Farben 
möglich, auf den zwei weiteren Ebenen 
sind jeweils 2 Farben möglich. Es gibt 
4 ∙ 2 = 16 Möglichkeiten. 
----------- „Farbenschloss (4)-16“ 
Jedes Farbenschloss besteht aus 4 Kugeln. 
Auf jeder Ebene kann zwischen 2 Farben 
gewählt werden. Es gibt 2 = 16 Möglich-
keiten. 
Tab. 2.21 Aufgaben zur Produktregel (Hoffmann 2003, S. 93f.) 
 
Die von Hoffmann (2003) identifizierten Strategien zur Lösung zweifarbiger 
Probleme („Haus (3)-8“, „Farbenschloss (3)-8“, „Farbenschloss (4)-16“) sind 
fast deckungsgleich mit den von Martino (1992) beschriebenen Strategien zu 
den Turmaufgaben. So beobachtete sie ebenfalls die Strategien «Gegenpaarbil-
dung», «Treppenbildung», «Muster der Cousins», «Color distribution» und 
«Red in the top, blue in the bottom». Lediglich die «Patchworkmusterbildung» 
wird von Hoffmann nicht benannt, stattdessen  zusätzlich die «Bildung von 
                                                          
 
 
16 Die Aufgaben sind nach der Anzahl der Stufen sowie der Anzahl der Lösungen be-




Winkelpaaren» sowie das «Positionsprinzip», welches eng mit der Strategie 







Zwei Kombinationen sehen so aus, als wür-
den zwei 90°-Winkel ineinandergreifen. 
   
   





Es wird versucht alle möglichen Positionen 
für eine bestimmte Anzahl an roten oder 
grünen Elementen innerhalb der erstellten 
Kombinationen zu ermitteln. 
 
     
     
     
 
Tab. 2.22 Mikrostrategien bei zweifarbigen Problemen (Hoffmann 2003, S. 326f.) 
 
Bezogen auf Aufgabenstellungen, in denen mehr als zwei Farben auf einer Ebe-
ne kombiniert werden mussten, stellte Hoffmann große Gemeinsamkeiten zu 
den vorangegangenen Untersuchungen von Piaget und Inhelder (1958, 1975), 
Vergnaud und Cohen (1969) sowie Larivée und Normandeau (1985) fest. Die im 
Folgenden beschriebenen, von ihr identifizierten Strategien traten auch in den 
bereits benannten Studien auf: 
 
Mikrostrategie Beschreibung  
«1- bis 2-Konstantenprinzip 
und Tachometerzählprinzip» 
Die Farbe von einem oder die Farben zweier Elemente 
werden konstant gehalten. 
«Spaltenweises Abwechs-
lungsprinzip» 
In zwei benachbarten Kombinationen werden alle 
möglichen Farben genutzt. 
«Farb-Ebenenwechsel» Eine Farbe der zuletzt gelegten Kombination wird 
wiederholt, allerdings auf der verbleibenden Ebene. 
«Einertreppenbildung» Ein Element durchläuft alle Positionen, während die 
anderen Elemente die Reihenfolge nicht wechseln. 
«Zwei-Ebenenfokussierung» Auf zwei von drei Ebenen werden alle Möglichkeiten 
gebildet. Die Farbe der verbleibenden Ebene wird 
konstant gehalten. 
Tab. 2.23 Mikrostrategien bei mehrfarbigen Problemen (Hoffmann 2003, S. 326f.) 
 
Neben den Mikrostrategien, von denen einige bereits in anderen Untersuchun-
gen beschrieben wurden, identifizierte Hoffmann insgesamt drei Makrostrate-
gien mittels derer die Lernenden den gesamten Lösungsprozess strukturierten. 
Diese lassen sich entsprechend als «Suche mit System» auffassen, wie es von 
Piaget und Inhelder (1975) für verschiedene kombinatorische Figuren beschrie-
ben wird. Im Gegensatz zu Piaget und Inhelder nimmt sie jedoch keine Alters-
abhängigkeit der Makrostrategien an. 
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Makrostrategie Beschreibung Beispiel 
«Lösungssuche in 
Phasen» 
Die Lösung der Aufgabe 
beruht auf zwei Phasen, denen 
unterschiedliche Handlungs-
muster zugrunde liegen. 






Alle Kombinationen werden 
mit Hilfe von Gegenpaaren 
ermittelt.  
 
       
       
       
 
«Tachometerprinzip» Die Farben von einer oder 
von zwei Ebenen werden so 
lange konstant gehalten bis 
die Elemente auf der bzw. auf 
den verbleibenden Ebenen 
alle möglichen Farben durch-
laufen haben. 
 
     
     
 
     
     
 
     
     
 
     
     
 
Tab. 2.24 Makrostrategien (Hoffmann 2003, S. 328) 
 
Die beschriebene Strategie der «vollständigen Gegenpaarbildung» wird bereits 
im Kontext des Lösens von zweifarbigen Variationsproblemen dargestellt (vgl. 
Martino 1992). Das Tachometerprinzip wird von Lernenden sowohl bei Aufga-
ben zum Kreuzprodukt als auch bei Kombinations- und Permutationsproblemen 
zur Lösungsfindung verwendet (vgl. u.a. Scardamalia 1977; English 1991, 
1993b; Piaget & Inhelder 1975; Vergnaud & Cohen 1969). Hoffmann (2003) 
schlussfolgert aus den ähnlichen Untersuchungsergebnissen zur Strategiewahl, 
dass es offensichtlich eine Anzahl an Bausteinen der kombinatorischen Prob-
lemlösefähigkeit gibt, die alters- und materialunabhängig, dafür aber zu einem 
hohen Grad aufgabenstrukturabhängig genutzt werden (ebd., S. 272). Sie stellte 
insgesamt fest, dass Aufgabenstellungen, in denen mehr als zwei Farben zur 
Auswahl stehen, offenbar eine andere Strategiewahl unterstützen als zweifarbige 
Aufgaben. „Die Beobachtung spricht für eine Existenz einer begrenzten Anzahl 
an verfügbaren bzw. naheliegenden Mustern zur Lösung von „zweifarbigen“ 
Kombinatorikaufgaben“ (ebd., S. 272).  
 
Bezogen auf die Aufgabenstruktur scheint die Anzahl der auf den Ebenen zu 
nutzenden Farben besonders bedeutsam zu sein. So stellt Hoffmann (2003) 
insbesondere heraus, dass Aufgaben, bei denen wenigstens auf einer Ebene 
mehr als zwei Farben gewählt werden dürfen, offensichtlich eine Strukturierung 
der Erstellung aller Kombinationen mit Hilfe des Tachometerprinzips mehr 
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unterstützen als Aufgaben, bei denen auf allen Ebenen lediglich zwei Farben zur 
Verfügung stehen. Eine solcher Ansatz bietet zugleich eine Erklärung dafür, 
weshalb die in vielen Untersuchungen aufgeführte Strategie ein Element kon-
stant zu halten (vgl. u.a. English 1993b; Piaget & Inhelder 1975; Vergnaud & 
Cohen 1969) im Rahmen der von Martino untersuchten zweifarbigen Variati-
onsprobleme keine Bedeutung spielt.  
2.4.3 Zusammenfassung  
Wie bereits zu Beginn des Abschnitts erwähnt, liegen bezüglich der Strukturie-
rungsstrategien beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen nur wenige 
Informationen vor. Es ist jedoch anzunehmen, dass es Parallelen zwischen der 
Verwendung von Lösungsstrategien bei Auflistungsproblemen und möglichen 
Strukturierungsstrategien beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen gibt. 
Diese Annahme ist jedoch empirisch zu überprüfen.  
Zu den Auflistungsstrategien von Lernenden bei verschiedenen kombinatori-
schen Grundfiguren liegen einige Untersuchungsergebnisse vor. Ebenso wurden 
Lösungsstrategien zu Problemstellungen zum Kreuzprodukt und zur allgemei-
nen Produktregel in den Blick genommen.  
Ein Vergleich der in den Untersuchungen beschriebenen Strategien zeigt, dass 
einige Strategien über verschiedene kombinatorische Problemstellungen hinweg 
beobachtet wurden. Die nachfolgend abgebildete Tabelle (2.25) gibt einen 
Überblick über Strategien, die bei mehr als einer kombinatorischen Figur identi-
fiziert wurden. Die verwendeten Strategiebegriffe beziehen sich dabei vorrangig 
auf die von Hoffmann (2003) eingeführten Begrifflichkeiten, da ansonsten kaum 
deutschsprachige Untersuchungen vorliegen und diese sich in der Regel auf die 
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Tab. 2.25 Strategien bei verschiedenen kombinatorischen Problemstellungen 
 
Eine nähere Betrachtung der über verschiedene Studien hinweg identifizierten 
Strategien zeigt, dass das «Konstanthalten eines oder zweier Elemente» , also 
die Tachometerstrategie unabhängig von den Figuren und Problemstellungen 
verwendet wird. Die «Variation der Reihenfolge der Elemente»  stellt hingegen 
nur eine Strategie bei Variations- und Permutationsproblemen dar. Dass letztere 
Strategie nicht bei allen Problemstellungen zu beobachten ist, erklärt sich 
dadurch, dass die Variation der Reihenfolge der Elemente bei Kombinations-
problemen nicht zugelassen ist. Die Beschreibung der Strategie «Variation der 
Reihenfolge der Elemente»  legt die Annahme nahe, dass auch Lernende Strate-
gien zur Lösungsfindung verwenden, die in Beziehung zu den Eigenschaften der 
gesuchten kombinatorischen Figur stehen. Zugleich zeigen die dargestellten 
Untersuchungsergebnisse auf, dass Strategien die zur Lösung zweidimensionaler 
Problemstellungen bei verschiedenen kombinatorischen Figuren verwendet 
wurden, nicht auch zwangsläufig bei der Lösung mehrdimensionaler Problem-
stellungen verwendet werden. Beide Aspekte bestätigen insofern, dass verschie-
dene Aufgabenfaktoren, hier ganz konkret die Eigenschaften der zu erstellenden 
kombinatorischen Figur sowie die Anzahl der zu kombinierenden Elemente, 
einen Einfluss auf Auflistungsstrategien von Lernenden haben können. Diesbe-
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züglich bedarf es jedoch weiterer Informationen. So lässt sich den Untersuchun-
gen beispielsweise nicht entnehmen, ob es besondere Strategien gibt, wenn 
Wiederholungen von Elementen erlaubt sind.  
 
Eine globale Betrachtung der vorliegenden Untersuchungsergebnisse zu den 
kombinatorischen Figuren zeigt, dass insgesamt auch im Kontext von Auflis-
tungsproblemen nicht für alle Figuren Informationen darüber vorliegen, welche 
Strategien Lernende verwenden. Für die Kombinationen ohne und mit Wieder-
holung werden von Piaget und Inhelder (1975) diejenigen Strategien, die bei  
Bearbeitungen zu beiden Figuren auftraten, beschrieben. Es liegen insofern 
keine Informationen vor, ob und gegebenenfalls welche spezifischen Strategien 
Lernende zur Lösung von Kombinationsproblemen ohne und mit Wiederholung 
gibt. Zudem liegen bislang keine separaten Informationen über die Strategien 
bei Permutationen mit Wiederholung vor.  
 
Aufgrund der dargestellten Ergebnisse stellt sich die Frage, wie sich die Strate-
gien auch unter Berücksichtigung des Einflusses der Eigenschaften der kombi-
natorischen Figur beschreiben lassen. Zugleich gilt es, insbesondere für diejeni-
gen Figuren, zu denen noch keine Kenntnisse über mögliche Strategien vorlie-
gen, diese zu erheben.  
2.5 Zählstrategien  
Im Folgenden wird in den Blick genommen, welche Informationen bezüglich 
des Anwendens verschiedener Zählstrategien vorliegen. Dazu werden zunächst 
operationale Strategien in den Blick genommen. Daran anknüpfend wird be-
trachtet, ob Lernende bereits rekursive Strategien verwenden oder die gesuchte 
Anzahl an Lösungen indirekt bestimmen.  
2.5.1 Operationale Strategien 
Grundsätzlich zeigt die Analyse vorliegender Untersuchungen zum Lösen kom-
binatorischer Problemstellungen, dass zum Einsatz operationaler Strategien 
bislang nur wenige Erkenntnisse bereitstehen.  
Die Studien zu Vorgehensweisen von Lernenden im Primarbereich fokussieren, 
wie eingangs erwähnt, in der Regel auf das Lösen von Aufzählproblemen (vgl. 
English 1991, 1993a, 1993b, 2007; Martino 1992; Maher & Martino 1992a; 
Maher & Martino 1996; Vergnaud & Cohen 1969). Fragestellungen, wie „Wel-
che gibt es? Finde alle!“ erfordern die Darstellung aller gesuchten Objekte, 
sodass das Anwenden operationaler Lösungsstrategien nicht möglich ist. Den-
noch gibt es in einigen Untersuchungen (English 1996, 1998a, 1998b; English & 
Sharry 1996; Heinze 2005; Lack 2009; Piaget & Inhelder 1975; Shin & Steffe 
2009) und unterrichtspraktischen Artikeln (Grassmann 2002; Heinze 2003; 
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Neubert 2003) Hinweise auf das Verwenden operationaler Strategien. Diese 
werden im Folgenden genauer betrachtet. 
2.5.1.1 Direkte und indirekte Anwendung operationaler Strategien 
Grassmann (2002) und Heinze (2003) berichten im Rahmen eines Förderpro-
gramms für potentiell mathematisch begabte und interessierte Grundschulkinder 
von dem Einsatz operationaler Strategien zur Lösung kombinatorischer Anzahl-
bestimmungsprobleme. 
Im Rahmen des Förderprogramms erhielten die Lernenden Anzahlbestim-
mungsprobleme zu Kombinationen und Permutationen ohne Wiederholung. 
Heinze (2003) zeigt auf, dass einige Lernende der zweiten und dritten Klasse die 
operationalen Strategien aus der Auflistung der gefundenen Ergebnisse ableiten, 
um die Vollständigkeit der Lösungen zu begründen. Sie veranschaulicht dies 
beispielhaft an der Begründung des 7-jährigen Schülers Tom, der, nachdem er 
zu einem Permutationsproblem ohne Wiederholung alle Möglichkeiten notiert 
hat, die Vollständigkeit der Lösungen multiplikativ begründet. Andere Lernende 
verwenden direkt einen operationalen Weg zur Anzahlbestimmung. So löst 
Drittklässler Martin eine Kombinationsaufgabe ohne Wiederholung, in der es 
um das Anstoßen von Gläsern geht, direkt additiv. Heinze folgert daraus: „Für 
einige Kinder ist es somit nicht einmal notwendig alle möglichen Lösungen 
explizit aufzuschreiben. Die Einsicht in die mathematische Struktur der Aufgabe 
reicht ihnen, um die Anzahl aller möglichen Kombinationen rechnerisch ermit-
teln zu können.“(ebd. S. 22). Lack (2009, S. 200) zeigte in ihrer Studie zur Auf-
deckung mathematischer Begabung bei Lernenden des ersten und zweiten 
Schuljahres ebenfalls auf, dass einige Lernende bereits die Anzahl aller Lösun-
gen kognitiv ermitteln, ohne zunächst alle Figuren zu erstellen. Andere Lernen-
de erstellten erst die Figurenmenge und leiteten daraus die gesuchte Anzahl ab.  
Für Lernende der siebten Klassen liegen ebenfalls Informationen darüber vor, 
dass diese eigenständig additive und multiplikative sowie rekursive Strategien 
entwickeln. So zeigen Shin und Steffe (2009) im Rahmen einer Langzeitstudie 
auf, dass diese zur Lösung verschiedener Problemstellungen, in denen Permuta-
tionen und Variationen gesucht wurden, additive und multiplikative sowie rekur-
sive Strategien verwendeten. Sie weisen dabei darauf hin, dass die Lernenden 
diese aus den vorgenommenen Strukturierungen der Figurenmenge ableiteten. 
2.5.1.2 Strategien bei Problemstellungen zum Kreuzprodukt 
English (1998) betrachtete in einer Untersuchung mit 10-Jährigen, inwiefern 
diese in der Lage sind, Analogien zwischen kombinatorischen Problemstellun-
gen zum Kreuzprodukt zu erkennen und zu nutzen. In diesem Rahmen erhielten 
die Lernenden neben dem Auftrag, die Anzahl aller Lösungen zu ermitteln auch 
den Auftrag, eine „Rechnung“ zu der jeweiligen Problemstellung aufzustellen. 
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English zeigt als Ergebnis den Prozentsatz der gewählten additiven und multi-
plikativen Lösungswege auf:  
  
 
Abb. 2.7 Erstellte Rechnungen zur Lösung kombinatorischer Problemstellungen 
zum Kreuzprodukt (English 1998, S. 190) 
 
Den Ergebnissen der Untersuchung ist zu entnehmen, dass Lernende additive 
und multiplikative Rechnungen zu gegebenen Problemstellungen, in denen das 
Kreuzprodukt von Mengen gesucht ist, aufstellen, wenn sie dazu aufgefordert 
werden. Aus den Darstellungen der Studie wird jedoch nicht ersichtlich, ob ein 
Zusammenhang zwischen den Rechnungen der Lernenden und den Strukturie-
rungen besteht.  
So beschreibt English für das Lösen der Aufgabenstellungen 5 und 6: „The 
majority of children who wrote a multiplication statement for Problems 5 and 6 
used only one step, such as, 4 x 3=12, and 4 x 2=8” (English 1999, S. 190). Es 
stellt sich die Frage, auf welchen gedanklichen oder vorgenommenen Strukturie-
rungen die Rechnungen der Lernenden beruhen. Unklar bleibt, inwiefern die 
Lernenden zu der grafisch oder auflistend ermittelten Anzahl an Möglichkeiten 
ggf. eine Rechnung notierten, die das gleiche Ergebnis produziert oder, ob die 
Rechnungen der Lernenden auf den vorgenommenen Strukturierungen zur Lö-
sungsfindung fußen. 
2.5.1.3 Strategien bei Problemstellungen zu den Grundfiguren 
Bezüglich des Einsatzes additiver und multiplikativer Strategien zum Lösen von 
Anzahlbestimmungsproblemen zu den Grundfiguren, gibt es für die Primarstufe 
keine konkreten Untersuchungen. Dennoch sind Hinweise darauf zu finden, dass 
Lernende in der Grundschule und zu Beginn der Sekundarstufe 1 selbstständig 
rechnerische Strategien zur Anzahlbestimmung entwickeln, wenn sie nicht gebe-
ten werden, alle Objekte zu notieren, sondern die Anzahl aller Möglichkeiten zu 
bestimmen. 
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Operationale Strategien bei Permutationen ohne Wiederholung 
Lack (2009) zeigt in ihrer Untersuchung auf, dass einige potentiell mathema-
tisch begabte Lernende der ersten und zweiten Klasse Permutationsprobleme im 
Kontext des Bauens von Türmen bereits mittels operationaler Strategien be-
stimmen. So stellen einige der 23 Lernenden schon direkt eine Vermutung über 
die gesuchte Anzahl an und begründen diese mittels einer operativen Rechnung. 
Besonders auffällig ist in den Darstellungen Lacks, dass Lernende die Anzahl 
aller vierstöckigen Türme ermitteln, indem sie überlegen, wie viele Türme sie 
mit einem festen ausgewählten Baustein bauen können. Um diese Anzahl zu 
bestimmen, ermitteln sie die Anzahl aller Vertauschungen für die verbleibenden 
drei Positionen (insgesamt sechs Möglichkeiten). Ausgehend davon übertragen 
sie die Anzahl aller Türme zu einem Baustein an einer festen Position darauf, 
dass es auch für alle weiteren Bausteine sechs mögliche Türme gibt, wenn diese 
an der ausgewählten Position festgehalten werden und ermitteln über die multi-
plikative Rechnung: 4 ∙ 6 die Anzahl aller Lösungen. 
Operationale Strategien bei Variationen ohne und mit Wiederholung 
Im Rahmen der bereits dargestellten Untersuchung Piagets und Inhelders (1975) 
zu den Problemlösekompetenzen von Lernenden in Abhängigkeit vom Alter 
geben sie, wie in Abschnitt 2.4.1. aufgezeigt, exemplarische Beispiele für die 
Kategorisierung der Vorgehensweisen der Lernenden. Diesen sind für die «Su-
che mit System»  teilweise operationale Vorgehensweisen der Lernenden im 
Alter zwischen zehn und dreizehn Jahren zu entnehmen. Die Lernenden wurden 
in den Interviews zunächst gebeten, die Anzahl aller Objekte zu einer vorgege-
benen Aufgabenstellung zu bestimmen. Daran anknüpfend wurde die Aus-
gangsmenge zunächst um ein und dann um zwei und mehr Elemente erhöht. Bei 
den Erweiterungen der Aufgabenstellungen erhielten die Lernenden dabei nicht 
mehr den Auftrag, alle Lösungen zu erstellen, sondern wurden nach der Anzahl 
der Objekte gefragt. 
 
Eine Analyse der Transkripte zeigt, dass einige der Lernenden, die systematisch 
alle Lösungen erstellen, zur Anzahlbestimmung auch bereits rechnerische Über-
legungen anstellen. In den zur Verfügung stehenden Transkripten ermitteln al-
lerdings nur Lernende aus dem Sekundarbereich die Lösung mittels einer Rech-
nung. Im Folgenden werden exemplarisch die operationalen Strategien von Ger 
und Ala betrachtet: 
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Transkr. 2.1 Gers operationale Anzahlbestimmung (Piaget & Inhelder 1975, S. 205) 
 We begin only with two elements, 1 and 2. Ger finds immediately 12, 21, 11, 22 
I.: How many? 
G.: Four 
I.: How do you know that´s all?  
G.: There are two different digits which can be reversed (12 and 21). 
I.: And can you say what we will get with three elements before we try? 
G.: Six. 
I.: Why? 
G.: There are three different digits and we can invert them two times. 
I.: Try it. 
G.: There (He makes 13,31, 12 ,21, 32, 23, 11, 22 and 33) 
G.: That makes nine.  
I.: Can we put them in a different arrangement? 
G.: Yes (he orders them differently based on series of inversions) 
I.: Can you say ahead of time what we will get with four digits? 
G.: Yes, sixteen. 
I.: How did you figure it? 
G.: By multiplying four times four. We have four digits and we can arrange them in 
four different ways. 
I.: How did you get that idea (In reality it is by analogy with three times three equals 
nine 
G.: (He calculates) It will give twelve numbers 
(12,21,13,31,14,41,23,32,24,42,11,22,33,44) 
I.: Is that all? 
G.: Oh no, 43 and 34. That makes twelve plus the four (11, 22, 33, 44) and that makes 
sixteen. 
 
Dem Ausschnitt ist zu entnehmen, dass Ger bei den Erweiterungen der Aufga-
benstellungen die Anzahl aller Lösungen rechnerisch bestimmt. Besonders deut-
lich wird dies, als er 16 Möglichkeiten für das Bilden von zweistelligen Zahlen 
aus vier Ziffernkarten ermittelt und gebeten wird, zu aufzuzeigen, wie er diese 
Anzahl ermittelt hat: „By multiplying four times four.” 
Ala geht ebenfalls bei der Erweiterung der Aufgabenstellung rechnerisch vor. 
Seine Rechnung führt bei der Anzahlbestimmung für fünf Elemente zunächst zu 
einer fehlerhaften Anzahl, diese korrigiert er jedoch anschließend:  
 
Transkr. 2.2 Alas operationale Anzahlbestimmung (Piaget & Inhelder 1975, S. 206) 
 
Ala (12;7) makes 11,12,13,14,22,23,21,24,33,31,32,34,44,43,42,41  
I.: Is that all? 
A.: Yes, I started with all the numbers beginning with 1, then beginning with 2,etc. 
I.: And with five numbers what will it be? 
A.: Twenty 
I.: Why? 
A.: Five numbers in each column, and four columns. Oh no, twenty five because the 
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fifth column 
I.: And with six piles what? 
A.: Thirty-six 
I.. Why? 
A.: It will again be a column and two 6´s in each column (he understands by that 15, 
16, 25, 26, 35, 36, etc.) That makes six times six equals thirty-six 
 
Den Transkriptausschnitten ist zu entnehmen, dass die Lernenden bereits rech-
nerisch die Anzahl aller Lösungen ermitteln. Zugleich zeigt sich jedoch auch, 
dass die verwendeten operationalen Strategien in einigen Fällen zu einer fehler-
haften Lösung führen. Die Ursache für diese fehlerhaften Rechnungen ist von 
besonderem Interesse. Dies bedarf einer Betrachtung der zugrunde liegenden 
Strukturierungen. Im Rahmen der Untersuchung Piagets und Inhelders (1975) 
wird die fehlerhafte Anzahlermittlung jedoch nicht genauer in den Blick ge-
nommen. Eine genauere Analyse ihrer Ausführungen zeigt auch auf, dass rech-
nerische Lösungen der Lernenden – wie in den obigen Beispielen – besonders 
häufig bei der Lösung zueinander analoger Problemstellungen auftreten. Es ist 
entsprechend zu vermuten, dass Lernende insbesondere dann rechnerische Stra-
tegien anwenden, wenn sie erste strukturelle Zusammenhänge aus der Bearbei-
tung der vorangegangenen Aufgabe ableiten können. Wissenschaftliche Belege, 
inwiefern diese Vermutung zutrifft, liegen bislang allerdings nicht vor.  
 
Der Dissertation Lacks (2009) zu den Begabungsmerkmalen von Erst- und 
Zweitklässlern ist ebenfalls ein rechnerisches Vorgehen bei der Lösung zu dem 
gestellten Variationsproblem zu entnehmen. Der Schüler Willi ermittelt die An-
zahl aller dreistöckigen Türme aus vier Bausteinen, indem er die Anzahl aller 
Türme für einen Baustein an einer festen Position ermittelt und von diesem auf 
die Anzahl aller Türme schließt. Er erstellt zunächst alle sechs Türme, in denen 
die Farbe blau die Spitze des Turmes bildet. Von dieser Anzahl ausgehend ermit-
telt er über die multiplikative Rechnung 4 ∙ 6 die Anzahl aller Türme. Additive 
oder weitere multiplikative Strategien beschreibt sie hinsichtlich dieser Aufgabe 
jedoch nicht. Da der Fokus dieser Untersuchung allerdings auf dem Aufdecken 
mathematischer Begabung lag und nicht darauf, zu identifizieren, ob die Ler-
nenden operationale Strategien zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen 





Insgesamt wurden insofern folgende operative Strategien im Kontext von Varia-
tionsproblemen identifiziert:  
 
Operative Strategie Kontext Rechnung 
Additive Strategie ------------- ------------- 
Multiplikative Strategie Zweistellige Zahlen aus 
vier Ziffernkarten 




Zweistellige Zahlen aus 
fünf Ziffernkarten 
6 ∙ 5 
 Dreistöckige Türme aus 
vier Bausteinen 
4 ∙  6 
Tab. 2.26 Operationale Strategien bei Variationsproblemen 
 
Operationale Strategien bei Kombinationen ohne Wiederholung  
Grassmann (2002) stellt verschiedene kombinatorische Problemstellungen für 
mathematisch begabte Lernende vor und gibt exemplarisch Einblicke in die 
Lösungswege mathematischer interessierter und begabter Lernender. Zu einem 
Kombinationsproblem ohne Wiederholungen, in dem es um das Anstoßen mit 
Gläsern von 10 Personen geht, beschreibt sie zwei verschiedene additive Lö-
sungsansätze:  
 
„Lösungsüberlegungen, die wir beobachten konnten, gingen davon aus, dass jeder mit 9 
anderen Personen anstößt, aber jedes Gläserklingen zweimal gezählt wurde, also nicht 
90 sondern 45 das Ergebnis ist. Eine andere Strategie wird durch folgende Überlegungen 
charakterisiert: Der erste stößt mit 9 Personen an, der zweite noch mit 8 (mit einer Per-
son hat er ja schon angestoßen), der dritte noch mit 7 usw. sodass das Ergebnis als 9 + 8 
+ 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 45 erhalten wird.“ (ebd., S. 20). 
 
Ihre Erläuterungen zeigen insofern, dass mathematisch begabte Lernende bereits 
im Grundschulalter additive Lösungsstrategien zur Lösung von Kombinations-
problemen einsetzen.  
 
Neubert (2003, S. 97f.) berichtet ebenfalls, dass Lernende in der Grundschule 
bereits rechnerisch die Anzahl aller Lösungen zu einer Kombinationsaufgabe 
ohne Wiederholung lösen. Lernende der vierten Klasse erhielten die in Abschnitt 
1.1 beschriebene Tischtennisaufgabe, in der 6 Kinder ein Tischtennisturnier 
veranstalten wollen, auf dem jede Person genau einmal gegen jede andere spielt. 
Die gedankliche Strukturierung der Lernenden beschreibt Neubert (2003) wie 
folgt: 
 
„Die Lernenden überlegten sich, dass jeder der sechs Teilnehmer gegen 5 andere 
spielt und rechneten 6 ∙ 5. Dabei übersahen sie allerdings, dass jede Spielpaarung 
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zweimal vorkommt und lösten eigentlich bereits die zweite Teilaufgabe“ (ebd., S. 
98). 
 
Anders als die beschriebenen Vorgehensweisen der mathematisch begabten 
Lernenden führt die Überlegung der Drittklässler in diesem Fall zu einer fehler-
haften Lösung. Das Beispiel zeigt jedoch auf, dass bereits Lernende in der 
Grundschule operative Überlegungen anstellen, wenn nach der Anzahl aller 
Lösungen gefragt wird und nicht nach einer Auflistung aller Lösungen. 
 
Bezüglich des Lösens von Kombinationsproblemen wurden in verschiedenen 
Artikeln, die vorrangig die Vorgehensweisen von mathematisch begabten Ler-
nenden in der Grundschule darstellen, insofern drei verschiedene operative 
Strategien benannt:  
 
Operative Strategie Kontext Rechnung 
Additive Strategie Anstoßen von Gläsern bei 
10 Personen 
9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 
2 + 1 = 45 
Multiplikative Strategie mit 
Kompensation 
Anstoßen von Gläsern bei 
10 Personen 
Jeder (der 10 Personen) 
stößt mit 9 anderen Perso-
nen an, aber jedes Gläser-
klingen zweimal gezählt 
wurde, also nicht 90 son-
dern 45 das Ergebnis ist 
Multiplikative Strategie 
(fehlerhafte Lösung) 
Spiele auf einem Tisch-
tennisturnier mit 6 Kin-
dern 
6 ∙ 5 
Tab. 2.27 Operationale Strategien bei Kombinationen ohne Wiederholung 
 
Da die dargestellten Strategien vorrangig von als begabt eingestuften Lernenden 
genutzt wurden, stellt sich die Frage, inwiefern Lernende grundsätzlich bereits 
operative Strategien verwenden, wenn nach der Anzahl aller Figuren gefragt 
wird. Zugleich stellt sich die Frage, welche Ursachen fehlerhafte operative 
Rechnungen haben. 
2.5.2 Rekursive Strategien  
Bislang liegen bezüglich rekursiver Strategien zu kombinatorischen Problem-
stellungen in der Literatur ebenso wie für den Einsatz operationaler Strategien 
nur wenige Informationen vor. Direkte Hinweise auf rekursive Vorgehensweisen 
sind allerdings in der Untersuchung von Piaget und Inhelder (1975) zu finden. 
Zudem weist Neubert (2003) im Kontext der Beschreibung des Einsatzes kom-
binatorischer Problemstellungen in der Grundschule auf die Verwendung rekur-




Piaget und Inhelder (1975) gehen im Rahmen ihrer Studien zwar nicht konkret 
auf die rekursiven Strategien von Lernenden ein, dennoch weisen die in ihren 
Ausführungen dargestellten Gesprächsausschnitte einige implizite Informatio-
nen zur Analogiebildung auf. Die verwendeten Gesprächsausschnitte zur Veran-
schaulichung der verschiedenen Entwicklungsstadien geben Anlass dazu, anzu-
nehmen, dass Lernende bei festem k und einer Erhöhung der Ausgangsmenge 
durchaus auf die Ergebnisse der bereits gelösten Aufgabenstellungen zurück-
greifen. Wenngleich rekursive Strategien in den Ausführungen Piagets und In-
helders (1975) nicht explizit aufgegriffen werden, lassen sich dennoch additive 
Rückbezüge zu den vorab gelösten Aufgabenstellungen lokalisieren, die darauf 
hinweisen, dass die Lernenden die Analogie zwischen den Aufgabenstellungen 
zur Anzahlbestimmung nutzten, indem sie diese rekursiv lösten (vgl. bspw. ebd. 
S. 204).  
 
Diese Annahme wird ebenfalls durch die Ausführungen Neuberts (2003) bekräf-
tigt. Er berichtet im Kontext der Erweiterung der Tischtennisaufgabe von der 
rekursiven Vorgehensweise einer Schülerin. So erhielten die Lernenden einer 
vierten Klasse im Abstand von mehreren Wochen zunächst den Auftrag, die 
Anzahl aller Spiele auf einem Tischtennisturnier mit 6 Teilnehmern zu bestim-
men, später dann mit 7 Teilnehmern. Neben den zur Lösung der Grundaufgabe 
verwendeten Strategien griff eine Schülerin auf ein rekursives Vorgehen zurück, 
welches sie wie folgt erläuterte: „Ich hab beim letzten Ergebnis 15 und dann 
plus 6, weil ja einer dazugekommen ist und der muss gegen die anderen 6 spie-
len.“ (ebd., S. 98). 
2.5.3 Indirektes Zählen  
Das Prinzip des indirekten Zählens beruht darauf, die Isomorphie zwischen zwei 
Aufgabenstellungen zu erkennen und zur Lösungsfindung zu nutzen (vgl. 1.2.2). 
Wenn Lernende Anzahlen indirekt bestimmen, so bedeutet dies, dass sie in der 
Lage sein müssen, isomorphe Strukturen zwischen gegebenen mathematischen 
Problemen zu erkennen. Da isomorphe Problemstellungen sich nach Kütting 
(1994) in der Repräsentation oder in dem Kontext, in den sie eingekleidet sind, 
unterscheiden, stellt sich bezogen auf Lernende die Frage, ob sie die mathemati-
sche Strukturgleichheit in kombinatorischen Problemstellungen erkennen und 
zur Lösungsfindung nutzen können, wenn diese sich bezüglich der Repräsenta-
tionsform oder bezüglich des Kontextes unterscheiden. Informationen liegen 
diesbezüglich aus einigen Studien für den Primarbereich (Hoffmann 2003; Neu-
bert 2001a; Uptegrove & Maher 2004), sowie zu Studien aus dem Sekundarbe-
reich vor (English 1993b; Hoffmann 2003), deren Resultate anschließend darge-
legt werden. 
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2.5.3.1 Isomorphe Strukturen bei verschiedenen Repräsentationsformen 
Hinsichtlich des Lösens zueinander isomorpher kombinatorischer Auflistungs-
probleme liegen für die Primarstufe einige relevante Erkenntnisse vor. English 
(1993b) untersuchte, wie 8- bis 12-Jährige isomorphe kombinatorische Auflis-
tungsprobleme zum Kreuzprodukt lösen, die sich hinsichtlich der Repräsentati-
onsform unterscheiden. Die Lernenden erhielten einmal Material in Form von 
Bären und Kleidungsstücken zur Lösung der Problemstellungen und anschlie-
ßend den Auftrag, die isomorphen Problemstellungen schriftlich zu lösen. Es 
zeigte sich, dass insbesondere lernschwächere Schüler bereits in der Lage sind, 
Problemstellungen informell zu lösen und davon profitieren, wenn sie die Lö-
sungen zunächst handelnd ermitteln (English 1993b, S. 238). Die informell zu 
lösenden Problemstellungen wurden insgesamt erfolgreicher gelöst als die for-
mellen Probleme. Da die zueinander strukturgleichen Aufgabenstellungen von 
den Lernenden mit unterschiedlichen Vorgehensweisen gelöst wurden, folgert 
English daraus, dass die isomorphen Zusammenhänge nicht erkannt wurden.  
Nach der Bearbeitung der Aufgabenstellungen wurden die Lernenden aufgefor-
dert, die Gemeinsamkeiten zwischen den Aufgabenstellungen zu betrachten. 
Diesbezüglich zeigt English auf, dass Lernende auch Schwierigkeiten beim 
Erkennen und Beschreiben der strukturellen Ähnlichkeit zwischen den Aufga-
benstellungen hatten.  
2.5.3.2 Isomorphe Strukturen bei verschiedenen Kontexten 
In der von Hoffmann (2003) durchgeführten Untersuchung zum Vergleich zwi-
schen den Lösungswegen von Primar- und Sekundarstufenschülern beim Lösen 
kombinatorischer Auflistungsprobleme, erhielten die Lernenden ebenfalls zuei-
nander isomorphe Problemstellungen. Im Gegensatz zu den Studien Englishs 
unterschieden sich die Aufgabenstellungen im gegebenen Kontext (Häuser und 
Farbenschlossaufgaben) und im zur Verfügung stehenden Material. Hoffmann 
stellte ebenfalls fest, dass die Wahl der Lösungsstrategie bei zueinander isomor-
phen Aufgabenstellungen variiert und schlussfolgert daraus: „Mathematisch 
strukturgleiche Aufgaben sind demnach nicht unbedingt auch im Hinblick auf 
die Problemlöseprozesse strukturgleich“ (ebd., S. 263). Die Ergebnisse Hoff-
manns implizieren damit auch, dass in verschiedenen Kontexten verschiedene 
Lösungsstrategien verwendet werden. 
 
Im Gegensatz zu den Darstellungen Englishs (1993b, 1996) und Hoffmanns 
(2003) hinsichtlich des Lösens von Auflistungsproblemen, berichtet Neubert 
(2001a) im Kontext des Lösens von Anzahlbestimmungsproblemen, dass viele 
Lernende einer vierten Klasse Zusammenhänge zwischen den Aufgabenstellun-
gen erkannten, ohne kombinatorische Vorkenntnisse zu besitzen. Die Lernenden 
erhielten Permutationsprobleme mit drei unterscheidbaren Elementen. In der 
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ersten Aufgabe sollten die Lernenden die Anzahl aller möglichen Türme aus drei 
farbigen Bausteinen ermitteln, in der zweiten Aufgabe sollten sie alle Möglich-
keiten, drei Spiele nacheinander zu spielen, ermitteln. Er weist dabei darauf hin, 
dass die strukturellen Zusammenhänge von den Lernenden zu sehr unterschied-
lichen Zeitpunkten und mit verschiedener Ausprägung erkannt wurden: „Ein 
Schüler machte bereits nach dem Vorlesen der beiden Aufgabenstellungen die 
Bemerkung „Ist eigentlich genau dasselbe!“ Weitere Schüler schlugen ihren 
Partnern nach dem leisen Durchlesen der zweiten Aufgabe vor, genauso wie bei 
der ersten Aufgabe vorzugehen. Andere bemerkten beim Bearbeiten der zweiten 
Aufgabenstellung, dass die beiden Aufgaben die gleiche mathematische Struktur 
haben“ (Neubert 2003, S. 92). Die Ausführungen Neuberts zeigen, dass das 
Erkennen isomorpher Zusammenhänge sowohl vor als auch beim Lösen von 
Problemstellungen erfolgen kann. 
 
Im Rahmen der Langzeituntersuchung Mahers und ihrer Kollegen (2011) zur 
Entwicklung mathematischer Ideen, wurde aufbauend auf den Arbeiten Marti-
nos (1992) auch erhoben, welchen Einfluss geeignete Fragestellungen seitens 
des Lehrers auf die Entwicklung mathematischer Konzepte haben (Uptegrove & 
Maher 2004). In diesem Rahmen zeigten sie auf, dass Lernende ausgehend von 
den Fragestellungen des Lehrers in der Lage sind, die Isomorphie zwischen 
Problemstellungen in unterschiedlichen Kontexten zu erkennen und zu verbali-
sieren. So beschreiben sie exemplarisch, wie Brandon die Isomorphie zwischen 
dem in Abschnitt dargestellten Turmproblem und der Lösung einer dazu iso-
morphen Problemstellung herstellt, nachdem die Lehrkraft ihn bittet, zu überle-
gen, ob die Lösung des Pizzaproblems ihn an eine bereits gelöste Aufgabenstel-
lung erinnert. Zentral an Uptegroves und Mahers (2004) Ausführungen ist, dass 
Brandon den isomorphen Zusammenhang zwischen den Problemstellungen 
erkennt, seine Strukturierung der Figurenmenge zum Pizzaproblem auf die 
Strukturierung der Türme überträgt und den Zusammenhang zwischen den 
Problemstellungen durch eine Eins-zu-Eins-Zuordnung der ermittelten Figuren 
herstellt. 
2.5.3.3 Hürden beim Erkennen und Nutzen isomorpher Strukturen 
Die Ergebnisse der dargestellten Untersuchungen zeigen allesamt auf, dass Ler-
nende isomorphe Auflistungsprobleme häufig mit unterschiedlichen Vorge-
hensweisen lösen, sie die strukturelle Gleichheit der Aufgabenstellungen dem-
nach nicht nutzen. Doch wieso strukturgleiche Aufgabenstellungen mit unter-
schiedlichen Vorgehensweisen gelöst werden, bleibt unklar. 
Das beschriebene Modell der subjektiven Erfahrungsbereiche von Bauersfeld 
(1983) liefert diesbezüglich einen Erklärungsansatz.  
Er geht davon aus, dass wenn mathematisches Wissen im Sinne subjektiver 
Erfahrungsbereiche auf der Basis konkreter Erfahrungen bereichsspezifisch 
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verarbeitet und organisiert wird, es möglich ist, dass zwei zueinander isomorphe 
Problemstellungen durch die Aktivierung verschiedener Erfahrungsbereiche 
gelöst werden. Um die strukturelle Gleichheit zu erkennen, bedarf es insofern 
eines zusätzlichen Transfers:  
 
„So wird deutlich, dass bestimmte Vorstellungen von Generalisierung oder von 
Transfer das Problem vernachlässigen, wie denn zwischen zwei getrennten Erfah-
rungsbereichen -ohne einen vermittelnden dritten- eine tragfähige, auf strukturelle 
Identität gerichtete Verbindung gebildet werden soll, wenn dafür nur die Elemente 
der beiden SEB verfügbar sind, aber keine Erfahrung im Übertragen, im In-
Beziehung-Setzen selbst“ (Bauersfeld 1983, S. 8).  
 
Diese Ausführungen zeigen auf, dass strukturelle Vergleiche, die für das Lösen 
isomorpher Probleme notwendig sind, nur gelingen können, wenn ein SEB 
verfügbar ist oder spontan gegründet werden kann, der auf die Funktion des 
Vergleichens zielt. Dies ist  insofern Voraussetzung, um kombinatorische Prob-
lemstellungen indirekt zu lösen. 
2.5.4 Zusammenfassung 
In Kapitel 1 wurde aufgezeigt, dass das Lösen kombinatorischer Anzahlbestim-
mungsprobleme unter Verwendung von Zählstrategien einen bedeutsamen Zu-
gang zur Lösungsfindung darstellt. Dieser setzt nach Schrage (1996) keine un-
terrichtliche Thematisierung voraus, da die Zählstrategien auf den elementaren 
Grundoperationen der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation sowie  der 
Division beruhen und insofern eine intuitive Anwendung möglich ist, wenn die 
verschiedenen Operationen im Unterricht thematisiert wurden.  
 
Insgesamt liegen bislang keine Studien vor, die in den Blick nehmen, inwiefern 
Lernende in der Grundschule bereits in der Lage sind, kombinatorische Anzahl-
bestimmungsprobleme über Zählstrategien zu lösen. Vorliegende Untersuchun-
gen zu anderen Schwerpunkten geben jedoch Hinweise darauf, dass Lernende 
sowohl im Sekundarbereich als auch in der Primarstufe bereits vor der Themati-
sierung im Unterricht Zählstrategien verwenden. Die Tabelle 2.28 gibt einen 
Überblick über die Benennung von Zählstrategien in Abhängigkeit von ver-
schiedenen Figuren in verschiedenen Untersuchungen. 
 
Strategie Kombinatorische Problemstellung Studie 
Operationale 
Strategien 
Kreuzprodukt English (1998, 1999) 
 
Variationen ohne und mit Wiederho-
lung 
Piaget & Inhelder (1975); 
Lack (2009) 
Permutationen ohne Wiederholung Lack (2009) 
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Variationen ohne und mit Wiederho-
lung 
Piaget & Inhelder (1975) 
Permutationen ohne Wiederholung Lack (2009) 




Kreuzprodukt Neubert (2001a)  
Produktregel Uptegrove & Maher (2004) 
Tab. 2.28 Hinweise auf den Einsatz von Zählstrategien im Rahmen verschiedener 
Untersuchungen 
 
Den aufgelisteten Untersuchungen (English 1998, 1999; Lack 2009; Piaget & 
Inhelder 1975), Artikeln aus Grundschulzeitschriften und unterrichtspraktisch 
ausgerichteten Büchern (Grassmann 2002; Heinze 2003; Neubert 2003) ist zu 
entnehmen, dass Lernende aus der Sekundarstufe 1 ebenso wie begabte und 
mathematisch interessierte Grundschüler vor der Thematisierung im Unterricht 
bereits operationale sowie rekursive Strategien zur Anzahlbestimmung bei ver-
schiedenen kombinatorischen Figuren verwenden.   
Zudem lassen sich verschiedenen Studien und Artikeln Hinweise entnehmen, 
dass einige Lernende direkt eine operationale Strategie zur Anzahlbestimmung 
verwenden, andere diese hingegen aus der vorgenommenen Strukturierung der 
erstellten Figurenmenge ableiten. Sowohl bezüglich der Verwendung von Zähl-
strategien in der Grundschule als auch im Sekundarbereich zeigt sich dabei, dass 
diese oftmals zu einer fehlerhaften Anzahl an Lösungen führen. Ausgehend von 
den Darstellungen Lockwoods (2011) zu den Beziehungen zwischen den Rech-
nungen und dem Anzahlbestimmungsprozess (vgl. 2.3) erscheint es von beson-
derer Bedeutung zu sein, die zugrunde liegenden Konzepte und Strukturierun-
gen der Lernenden genauer in den Blick zu nehmen sowie die operationalen 
Strategien der Schüler in Beziehung zu den fachlichen Strategien zu setzen, um 
ihre Schwierigkeiten besser verstehen zu können.  
Es stellt sich entsprechend die Frage, ob Lernende kombinatorische Problem-
stellungen zu verschiedenen kombinatorischen Figuren bereits rechnerisch lö-
sen, wenn sie den Auftrag erhalten, die Anzahl aller Objekte zu ermitteln und 
nicht alle aufzulisten. Zugleich ist auch von besonderem Interesse, welche 
Strukturierungen den Zählstrategien zugrunde liegen, da die vorliegenden Er-
gebnisse insbesondere aufzeigen, dass Zählstrategien oftmals auf der Grundlage 
vorgenommener Strukturierungen entstehen. Zudem stellt sich die Frage nach 
Beziehung zu den fachlichen Zählstrategien. Dies ist insbesondere deshalb von 
Belang, um Anknüpfungspunkte für den Unterricht herausarbeiten und zugleich 
mögliche Schwierigkeiten identifizieren zu können. 
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2.6 Zusammenfassung und Konsequenzen 
Ausgehend von der in Kapitel 1 vorgenommenen fachlichen Betrachtung kom-
binatorischer Anzahlbestimmungsprobleme wurde herausgearbeitet, dass für den 
Primarbereich insbesondere Informationen über die Strukturierungsstrategien 
von Lernenden sowie mögliche Zählstrategien von Interesse sind, um an diese 
anknüpfen zu können (vgl. 1.4). In diesem zweiten Kapitel wurde entsprechend 
der mathematikdidaktische Kenntnisstand hinsichtlich der Strukturierungs- und 
Zählstrategien bei Anzahl- und Auflistungsproblemen dargestellt. Da aus dem 
Sekundarbereich und teilweise auch aus dem Primarbereich bekannt ist, dass 
verschiedene Faktoren einen Einfluss auf die Erfolgsquoten von Lernenden 
beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen haben, wurden diese ebenfalls 
in den Blick genommen. Ausgehend von einer detaillierten Betrachtung der 
vorliegenden Befunde zu den Einflussfaktoren (2.1), zur Rolle von Strukturie-
rungen (2.2), zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien (2.3) sowie insbe-
sondere zu den Strukturierungs- und Zählstrategien (2.4 & 2.5) wurden dabei 
abschließend jeweils die zentralen Erkenntnisse zusammengefasst sowie For-
schungslücken, die insbesondere den Kenntnisstand hinsichtlich des Lösens von 
Anzahlbestimmungsproblemen in der Grundschule betreffen, dargestellt.  
Folgend werden daher lediglich überblicksartig die zentralen Erkenntnisse zu-
sammengefasst, um daran anknüpfend die unter propädeutischen Gesichtspunk-
ten besonders zentralen Fragen und Forschungsinteressen abzuleiten. Auf der 
Grundlage dieser herausgearbeiteten Fragestellungen werden im nachfolgenden 
Kapitel die Forschungsfragen spezifiziert und das Design der Untersuchung 
dargestellt  
(1) Einflussfaktoren 
Aufgezeigt wurde, dass verschiedene Aufgabenvariablen einen Einfluss auf die 
Lösungserfolge und Strategien von Lernenden haben (vgl. 2.1). Zudem wurde 
auch in mehreren Studien darauf hingewiesen, dass zueinander isomorphe Prob-
lemstellungen mit verschiedenen Strategien gelöst werden (vgl. 2.5.3). Daraus 
ist zu folgern, dass neben den benannten Faktoren auch der Kontext die Lö-
sungsstrategien von Lernenden beeinflusst. Wenn Aufgabenvariablen, wie die 
kombinatorische Figur, die impliziten Modellvorstellungen sowie die Art und 
Anzahl der zu kombinierenden Elemente, die Erfolgsquoten der Lernenden 
beeinflussen, so ist es zentral genauere Informationen darüber zu erhalten, wa-
rum diese Aufgaben unterschiedlich erfolgreich gelöst werden. Insofern bedarf 
es genauerer Erkenntnisse darüber, welchen Einfluss verschiedene Aufgabenva-
riablen auf die Anzahlbestimmungsstrategien von Lernenden haben. Wie die 
Aufgabenvariablen die Vorgehensweisen von Lernenden im Detail beeinflussen, 
wurde in den vorliegenden Studien nicht erhoben und bedarf einer genaueren 
Betrachtung. 
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Hinsichtlich der Einflussfaktoren sind unter propädeutischen Gesichtspunkten 
weiterführende Informationen zu folgenden Fragestellungen von besonderem 
Interesse:  
 Welchen Einfluss haben die verschiedenen Modellvorstellungen, die 
kombinatorischen Figuren, die Art und Anzahl der zu kombinierenden 
Elemente sowie die gesuchten kombinatorischen Figuren, auf die in-
formellen Lösungsstrategien der Lernenden? 
 Inwiefern ergeben sich in Abhängigkeit von diesen Faktoren Unter-
schiede bezüglich der Strukturierung des Lösungsprozesses und An-
zahlbestimmungsstrategien? 
 Welche besonderen Herausforderungen lassen sich in Abhängigkeit 
von diesen Faktoren identifizieren? 
Um Antworten hinsichtlich der Fragestellungen zu erhalten, ist zentral, dass 
möglichst viele Faktoren konstant gehalten werden, um den Einfluss einzelner 
Größen auf die Strategien von Lernenden ableiten zu können.  
(2) Strukturierungen und Strukturierungsstrategien 
Strukturierungen bilden den Ausgangspunkt für das systematische Lösen von 
Anzahlbestimmungsproblemen (vgl. 1.2). So ist es ohne weitere Vorkenntnisse 
möglich, die gesuchte Anzahl über das Auflisten der Figurenmenge zu ermitteln. 
Um sicherzustellen, dass die Figurenmenge vollzählig ist, bedarf es einer Struk-
turierung der Menge oder des Prozesses der Erstellung der Figurenmenge.  
 
Bekannt ist, dass einige Grundschüler Auflistungsprobleme bereits vollständig 
strukturiert lösen, dies gilt jedoch bei weitem nicht für alle Lernenden. Ebenso 
ist bekannt, dass strukturierte Vorgehensweisen sich oftmals im Verlauf des 
Lösungsprozesses entwickeln (2.2). Für das Lösen von Anzahlbestimmungs-
problemen ist grundsätzlich nicht zentral, ob das Vorgehen von vornherein 
strukturiert ist, sondern vielmehr, in welcher Beziehung die direkt eingesetzten 
oder entwickelten Strategien zu der erstellten Figurenmenge stehen. Verschiede-
ne in Abschnitt 2.2 dargestellte Untersuchungen geben zudem Hinweise darauf, 
dass Lernende Problemstellungen zu Auflistungsproblemen eher strukturiert 
lösen, wenn vorbereitetes Material bereitgestellt wird. Insofern scheint die Ma-
terialbereitstellung von zentraler Bedeutung zu sein.  
Nicht bekannt ist bislang, welche Rolle Strukturierungen beim Lösen kombina-
torischer Anzahlbestimmungsprobleme in der Grundschule spielen: Gehen Ler-
nende eher strukturiert vor, wenn die Anzahlbestimmung im Fokus steht? Ent-
wickeln sie ebenso wie bei Auflistungsproblemen Strukturierungsstrategien?  
Aufgrund der besonderen Bedeutung von Strukturierungen für die Entwicklung 
kombinatorischer Anzahlbestimmungskonzepte bedarf es hinsichtlich der Rolle 
von Strukturierungen beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen genauerer 
Informationen. 
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Zu den Strukturierungsstrategien beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen 
fehlen konkrete Informationen. Der Fokus der mathematikdidaktischen Studien 
liegt bislang auf dem Lösen von Auflistungsproblemen, welche sich dadurch 
von Anzahlbestimmungsproblemen unterscheiden, dass eine direkte rechneri-
sche Anzahlbestimmung nicht möglich und stattdessen in jedem Fall die voll-
ständige Auflistung erforderlich ist. Insgesamt liegen zu verschiedenen kombi-
natorischen Figuren und Problemstellungen Strategien vor, jedoch nicht zu al-
len. Ein Vergleich der dargestellten Auflistungsstrategien bei verschiedenen 
Figuren und Problemstellungen zeigt, dass es einige Strategien gibt, die über 
verschiedene Problemstellungen hinweg zu beobachten sind, andere hingegen 
nur bei bestimmten kombinatorischen Figuren auftreten und wieder andere be-
sonders häufig in bestimmten Kontexten verwendet werden. Von besonderem 
Interesse ist, welche Strukturierungsstrategien Lernende bei verschiedenen An-
zahlbestimmungsproblemen verwenden. Aufgrund der Ergebnisse der Studien 
stellt sich dabei insbesondere die Frage, welche Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede in Abhängigkeit von verschiedenen kombinatorischen Figuren und Kon-
texten sowie weiteren Variablen festgestellt werden könne.  
 
Werden die Strukturierungsstrategien von Lernenden betrachtet, so bedarf es 
diesbezüglich eines Beschreibungsmodells. Aufgezeigt wurde, dass es bereits 
verschiedene Beschreibungsansätze gibt, die die Strategien von Lernenden bei 
Auflistungsproblemen mit verschiedenen Fokussierungen betrachten (2.3). Ei-
nen konkreten Ansatz, der die Strukturierungsstrategien von Lernenden bei 
Anzahlbestimmungsproblemen beschreibt, und dabei insbesondere die Bezie-
hung zwischen der Figurenmenge und den Strukturierungsstrategien berücksich-
tigt, gibt es bislang noch nicht. Da der Vergleich der in verschiedenen Studien 
dargestellten Strukturierungsstrategien aufzeigt, dass einige Strategien über 
verschiedene Figuren hinweg verwendet werden, andere hingegen nur bei einer 
kombinatorischen Figur oder in einem bestimmten Kontext, stellt sich insbeson-
dere die Frage, wie sich die Strukturierungsstrategien der Lernenden unter Be-
rücksichtigung dieser Faktoren beschreiben lassen.  
 
(3) Zählstrategien 
Hinsichtlich des Einsatzes von Zählstrategien liegen für die Grundschule bislang 
noch keine konkreten Befunde vor (vgl. 2.5). Dies ist insbesondere darauf zu-
rückzuführen, dass bislang vorrangig Untersuchungen zur Lösung von Auflis-
tungsproblemen durchgeführt wurden (vgl. 2.5). Einige Untersuchungen und 
Beschreibungen liefern jedoch Hinweise, dass Lernende zu Beginn der Sekun-
darstufe Zählstrategien entwickeln, wenn sie nach der Anzahl aller Lösungen 
gefragt werden und nicht den konkreten Auftrag erhalten, alle Lösungen zu 
notieren. Ebenso liegen Informationen darüber vor, dass Lernende, die potentiell 
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als mathematisch interessiert gelten, Zählstrategien verwendeten und auch Ler-
nende im Unterricht eigenständig Anzahlbestimmungsstrategien entwickelten, 
wenn konkret nach der Anzahl aller Lösungen gefragt wurde. Es ist insofern 
anzunehmen, dass Lernende durchaus bereits in der Grundschule Zählstrategien 
zur Anzahlbestimmung verwenden.  Welche Zählstrategien Lernende entwickeln, 
bedarf einer genaueren Betrachtung. 
 
 
 3 Forschungsfragen und Design der Untersuchung 
In diesem Kapitel werden das Design der Untersuchung und die zugrunde lie-
genden methodologischen Überlegungen dargestellt. Im Folgenden werden 
zunächst in Abschnitt 3.1 die Zielsetzung der Untersuchung sowie die konkreten 
Forschungsfragen überblicksartig dargelegt. Daran knüpft in Abschnitt 3.2 die 
Darstellung des der Untersuchung zugrunde liegenden Forschungsrahmens an. 
Detaillierte Überlegungen und Entscheidungen zur Datenerhebung werden in 
Abschnitt 3.3 offengelegt. Diese betreffen den Einsatz klinischer Interviews, die 
Auswahl und das Design der Aufgaben sowie den Aufbau der Interviews. 
In Abschnitt 3.4 folgt ein kurzer Abriss über die gesamte Durchführung der 
Untersuchung sowie die konkrete Beschreibung der einzelnen Teilstudien. Dies 
impliziert insbesondere die Modifikation einzelner Aufgaben und des Inter-
viewdesigns, welche aufgrund neuer Erkenntnisse aus vorangegangenen Teil-
studien vorgenommen wurde. Abschließend erfolgt in Abschnitt 3.5 die Darle-
gung und Begründung der Methoden zur Auswertung und Interpretation der 
Daten.  
3.1 Zielsetzungen und Forschungsfragen  
Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beitrag zum besseren Verständnis der Vorgehens-
und Denkweisen von Lernenden zur kombinatorischen Anzahlbestimmung zu 
leisten, um auf dieser Grundlage im Unterricht ein gesichertes Verständnis för-
dern und Schwierigkeiten entgegenwirken zu können.  
Unter einer genetischen Sichtweise auf das Lernen bedarf es – wie in Kapitel 1 
dargestellt – genauerer Kenntnisse über die Beziehungen zwischen den Vorge-
hensweisen und Denkwegen von Lernenden zur kombinatorischen Anzahlbe-
stimmung sowie den fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten dazu. Im 
Fokus der empirischen Untersuchung steht entsprechend folgende übergeordne-
te Forschungsfrage:  
 
Wie lösen Lernende der Primarstufe vor der Thematisierung im Unter-
richt kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme und in welcher Be-
ziehung stehen die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden zu den 
fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten? 
 
Ausgehend von dieser Frage und den vorliegenden Erkenntnissen aus internati-
onalen Untersuchungen wurden in Abschnitt 2.5 spezifischere Forschungsinte-
ressen bezüglich der Vorgehensweisen von Lernenden zur Anzahlbestimmung 
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herausgearbeitet, die insbesondere aus der, der Arbeit zugrunde liegenden, gene-
tischen Sichtweise auf Lernprozesse erwachsen. Die empirische Studie zielt 
ausgehend von den in Abschnitt 2.6 formulierten Forschungsinteressen auf die 
Beantwortung folgender Forschungsfragen:  
 
Thema Forschungsfragen  
Einflussfaktoren 1. Wie beeinflussen die kombinatorische Figur und der 




2. Welche Rolle spielen Strukturierungen in den Anzahl-
bestimmungsprozessen von Drittklässlern? 
Beschreibung von  
Strukurierungsstrategien 
3. Wie lassen sich die Strukturierungsstrategien unter 
Berücksichtigung des Einflusses der Aufgabenvariablen 
„kombinatorische Figur“ und „Kontext“ beschreiben? 
Strukturierungsstrategien 4. Welche Strukturierungsstrategien verwenden Lernende 
der dritten Klasse zur Lösung von Anzahlbestimmungs-
problemen?  
Zählstrategien 5. Welche Zählstrategien verwenden Lernende der dritten 
Klasse zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen?  
Tab. 3.1 Themenbezogene Ableitung der Forschungsfragen 
 
Im Rahmen der Untersuchung werden dabei die Vorgehensweisen und Vorstel-
lungen von Lernenden der dritten Klassen betrachtet, da diese bereits Kenntnis-
se über mathematische Operationen (Addition, Subtraktion Multiplikation, Divi-
sion) mitbringen und entsprechend die notwendigen Voraussetzungen besitzen, 
um die Anzahlbestimmungsprobleme auch mittels operationaler Strategien lösen 
zu können.  
3.2 Forschungsrahmen 
„Prinzipiell gibt es keine vorurteilsfreie Beobachtung der Wirklichkeit, man 
sieht Wirklichkeit gewissermaßen stets durch die zu Grunde gelegten Theorien 
und Methoden gefärbte Brille.“  
(Vohns 2007, S. 70) 
 
Vohns (ebd.) hebt hervor, dass Wirklichkeiten durch die Brille entstehen, durch 
die sie betrachtet werden. Entsprechend bedeutsam ist es, die der Untersuchung 
zugrunde liegenden Theorien und Methoden offenzulegen, um die Ergebnisse 
der Untersuchung nachvollziehen zu können.  
Im Rahmen dieser Untersuchung wird Lernen im Sinne von Conceptual Change 
Ansätzen als die Veränderung bzw. Erweiterung vorhandener Vorstellungen 
aufgefasst (vgl. 2). Für den Unterricht bedeutet dies, dass fachliche Vorgehens-
weisen und Konzepte in Beziehung zu den vorhandenen Konzepten der Lernen-
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den gesetzt werden müssen und entsprechende Informationen über die Gemein-
samkeiten und Unterschiede zwischen diesen notwendig sind, um diese für die 
Initiierung von Lernprozessen zu nutzen. Entsprechend dieser Annahme ist bei 
der Erhebung der Vorgehensweisen und Denkwege von Lernenden die Herstel-
lung von Beziehungen zu den fachlichen Vorgehensweisen und Vorstellungen 
von zentraler Bedeutung. Diese theoretische Grundannahme spiegelt sich insbe-
sondere in der zentralen Forschungsfrage wider:  
 
Wie lösen Lernende der Primarstufe vor der Thematisierung im Unter-
richt kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme und in welcher Be-
ziehung stehen die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden zu den 
fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten? 
 
Die der Fragestellung zugrunde liegende genetische Sichtweise auf Lernprozes-
se sowie die damit einhergehende Bedeutung der Fach- und Kindorientierung 
für mathematikdidaktische Untersuchungen wird nicht nur im Rahmen dieser 
Arbeit angenommen. So betont Vohns (2007, S. 78): 
 
„Die mathematischen Konstruktionsleistungen der Schülerinnen und Schüler 
mögen als eigene von der Fachwissenschaft Mathematik zunächst unabhän-
gige Kultur betrachtet werden, ihre Bewertung aus didaktischer Sicht ist 
aber ohne einen objektivierbaren fachlichen Kern unmöglich.“ 
 
Die Bedeutung der Herstellung von Beziehungen zwischen fachlichen Überle-
gungen und den Denk-und Vorgehensweisen von Lernenden wird ebenfalls von 
einer Reihe weiterer Autoren hervorgehoben (u.a. Blum 1985; Hölzl 1994; 
Vohns 2008; vom Hofe 1992; Wittmann 2013).  
 
Für die Untersuchung stellt sich ausgehend von dieser theoretischen Position die 
Frage nach der methodischen Umsetzung:  
 
 Wie lassen sich die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden 
methodisch in Beziehung zu den fachlichen Vorgehensweisen und 
Konzepten setzen? 
 Und umfassender: Wie ist ein Forschungsprozess zu gestalten sowie 
welche Methoden der Datenerhebung und Auswertung sind zu wählen, 
um Beziehungen zwischen den Vorgehensweisen und Denkwegen der 
Lernenden beziehungsweise den fachlichen Vorgehensweisen und 
Konzepten herstellen zu können? 
 
Antworten zur methodischen Umsetzung lassen sich in der Mathematikdidaktik 
unter anderem bei Hölzl (1994) und vom Hofe (1998) sowie in dem aus der 
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Naturwissenschaftsdidaktik stammenden und für die Mathematikdidaktik adap-
tierten Modell der didaktischen Rekonstruktion finden.  
Hölzl (1994) geht davon aus, dass zunächst zur Explizierung des mathemati-
schen Gegenstandes eine Sachanalyse durchzuführen ist. Danach wird anhand 
von Transkripten im zweiten Schritt das Geschehen aus der Perspektive des 
Handelnden nachgezeichnet. Ziel ist es, in diesem Schritt die subjektive Schlüs-
sigkeit herauszuarbeiten und nicht das Verhalten und die Äußerungen des Han-
delnden unter dem Maßstab der Sachanalyse zu beurteilen. Der dritte Schritt 
besteht darin, den Problemlöseprozess unter Einbezug sachlogischer und stoff-
didaktischer Aspekte zu analysieren, so dass als Ergebnis der Entwurf einer 
Gesamtdeutung entsteht, bei der die subjektive Rekonstruktion des Geschehens 
aus sachlogischer Sicht beurteilt wird.  
Vom Hofe (1992, 1995a, 1995b, 1998) verknüpft in dem in seiner Dissertations-
schrift verwendeten Grundvorstellungsansatz die aus fachlicher Sicht zu erwer-
benden Grundvorstellungen zu einem mathematischen Inhalt mit den Vorstel-
lungen der Lernenden: 
 
„Eine umfassende Erklärung der Schülerstrategie und der Missverständnisse, 
die sich angesichts des vom Lehrer erwarteten bzw. vom Schüler eingeschlage-
nen Lösungsversuchs ergeben, bringt eine Analyse der normativ verwendeten 
Grundvorstellungen und der deskriptiv feststellbaren Individualvorstellungen, 
etwa unter den Leitfragen: 
 Welche Grundvorstellungen sind zur Lösung des Problems aus 
Sicht des Lehrenden adäquat? (Normativer Aspekt) 
 Welche individuellen Vorstellungen lassen sich im Lösungsversuch 
des Schülers erkennen? (Deskriptiver Aspekt) 
 Worauf sind etwaige Divergenzen zurückzuführen und wie lassen 
sich diese beheben? (Konstruktiver Aspekt)“ (vom Hofe 1995a, S. 
116f.) 
 
Als methodische Konsequenz nimmt er eine Datenanalyse auf zwei Ebenen vor: 
Zunächst werden die Schüleräußerungen auf Beschreibungsebene dargestellt, 
bevor ein Übergang zur Erklärungsebene erfolgt. Die Analysen bestehen ent-
sprechend aus einem Wechselspiel deskriptiver und präskriptiver Betrachtungen: 
 
„Nachzeichnen der subjektiven Schülerlogik:  
Welche Vorstellungen und Ideen werden in den Lösungsversuchen der Schüler 







Vergleichende Einbeziehung präskriptiver Kategorien.  
Inwieweit lassen sich Denkprozesse der Lernenden mit vorhandenen Begriffen 
und Modellen erfassen und erklären?“ (vom Hofe 1999, S. 196) 
 
In beiden Ansätzen werden entsprechend Überlegungen angestellt, wie sich 
methodisch Beziehungen zwischen Lernendenvorstellungen und fachlichen 
Vorstellungen herstellen lassen. Offen bleibt jedoch in beiden Ansätzen, wie die 
Gestaltung des Forschungsprozesses erfolgt. 
 
Ein ähnlicher Grundgedanke und ein ähnliches methodisches Vorgehen liegen 
dem Modell der didaktischen Rekonstruktion zugrunde. Anders als die beiden 
beschriebenen Ansätze aus der Mathematikdidaktik bietet das Modell einen 
vollständigen konzeptuellen Rahmen zur Planung, Durchführung und Analyse 
von Forschungsvorhaben. Es bildet entsprechend den Rahmen dieser Untersu-
chung und wird im Folgenden genauer erläutert. 
3.2.1 Das Modell der didaktischen Rekonstruktion  
Das Modell der Didaktischen Rekonstruktion ist als theoretischer und methodi-
scher Rahmen für Forschungsarbeiten zu der Frage entwickelt worden, „wie 
bestimmte Inhaltsbereiche sinnvoll und fruchtbar unterrichtet werden können“ 
(Kattmann & Gropengießer 1996, S. 182). In dem aus der Biologiedidaktik 
stammenden und mittlerweile für die Mathematikdidaktik adaptierten For-
schungsmodell wird im Sinne des Conceptual Change Ansatzes angenommen, 
dass Schülervorstellungen einen Eigenwert besitzen. So werden sowohl den 
Anschauungen und inneren Tätigkeiten der Lernenden zentrale Bedeutung bei-
gemessen als auch den im Fokus stehenden fachlichen Ideen und Modellen (vgl. 
Kattmann et al.1997). Es greift damit den Ansatz der Fach- & Kindorientierung 
als theoretischen Rahmen zur Planung, Durchführung und Evaluation fachdi-
daktischer Lehr- und Lernforschung auf.  
Das besondere Interesse gilt im Rahmen des Modells dem Aufbau adäquater 
fachlicher Vorstellungen, wobei unter ‚Vorstellungen‘ alle kognitiven Konstruk-
te verstanden werden, „die Schüler zur Deutung ihrer Erfahrungen anwenden“ 
(Kattmann & Gropengießer 1996, S. 182). Diese Konstrukte finden sich auf 
unterschiedlichen Komplexitätsebenen, dazu gehören sowohl ‚Begriffe‘, ‚Kon-
zepte‘, ‚Denkfiguren‘ als auch Theorien (Gropengießer 2001, S. 30ff.). Die 
entscheidende Leistung des Modells besteht darin, systematisch Schülervorstel-
lungen und fachlich geklärte Vorstellungen aufeinander zu beziehen und für die 
Konstruktion von Unterrichtsinhalten zu nutzen.  
Für die mathematikdidaktische Forschung wurde das Modell insofern adaptiert, 
als dort nicht vorrangig zwischen Alltagsvorstellungen und den fachlichen Vor-
stellungen unterschieden wird, sondern zwischen „individuellen mathemati-
schen Konzepten“ und sogenannten „intendierten mathematischen Konzepten“ 
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(vgl. Prediger 2008). Konzeptentwicklung und -aufbau von Lernenden kann 
dabei als Annäherung an diese intendierten mathematischen Konzepte aufge-
fasst werden (vgl. ebd.). Die individuellen Konzepte von Lernenden werden 
dabei solange als adäquat angesehen, bis durch eine Irritation in der Konfronta-
tion mit einem neuen mathematischen Problem eine Denkhürde auftritt (vgl. 
Prediger 2007, S. 204). 
Leitideen des Modells 
Da Unterricht gemäß des genetischen 
Ansatzes von der Interdependenz der 
fachlichen und individuellen Vorge-
hensweisen und Vorstellungen geprägt 
ist, wird eine wechselseitige Verknüp-
fung zwischen fachlicher Klärung, der 
Erhebung der Lernendenperspektiven 
und der didaktischen Strukturierung 
notwendig (vgl. Kattmann et al. 1997; 
Kattmann 2007). Um einen Unter-
richtsgegenstand didaktisch zu rekon-
struieren, werden daher die drei benannten Bereiche eng aufeinander bezogen. 
 
Fachliche Klärung 
Unter fachlicher Klärung wird das verstanden, was man in der Mathematikdi-
daktik auch als stoffdidaktische Analyse im weiteren Sinne bezeichnet: „Die 
didaktische Analyse und die stoffliche Konstruktion in ihren weit gefassten 
Bedeutungsbezügen“ (Prediger 2005, S. 27). Die fachliche Klärung umfasst im 
Sinne der didaktischen Rekonstruktion mehr als das, was Fachwissenschaftler 
aus dem jeweiligen Inhaltsbereich wahrnehmen: „Da in vielen Fällen […] fachliche 
Vorstellungen einfach wie selbstverständlich als bekannt vorausgesetzt [werden], ist eine 
kritische Analyse nötig, weil fachliche Darstellungen oft persönliche Sichtweisen enthal-
ten, weil innerfachliche Bezüge zu kurz kommen oder weil historische Verständnisse 
meist unreflektiert oder sogar unerkannt hineinspielen“ (Kattmann 1992, S. 46f.).  
 
Das Erfassen der Lernendenperspektiven 
In der Annahme, dass die Vorstellungen der Lernenden einen Eigenwert haben, 
spielt das Erfassen der Lernendenperspektiven eine besondere Rolle (vgl. Katt-
mann et al. 1997). Sie dienen als Ausgangspunkte und Hilfsmittel des Lernens. 
Ziel des Forschungsansatzes ist daher die Rekonstruktion der Vorstellungen und 
Denkweisen der Lernenden. 
Die Rekonstruktion der Vorstellungen wird mit Hilfe empirischer Untersuchun-
gen zu individuellen Lernvoraussetzungen, die die Zuschreibung von mentalen 
Abb. 3.1 Fachdidaktisches Triplett (aus 
Kattmann et al. 1997, S. 4) 
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Werkzeugen bzw. gedanklichen Konstrukten erlauben, erreicht (vgl. Kattmann 
2007; Gropengießer 2007). 
Didaktische Strukturierung 
Als didaktische Strukturierung wird der Planungsprozess bezeichnet, der zu 
grundsätzlichen und verallgemeinerbaren Ziel-, Inhalts- und Methodenentschei-
dungen für den Unterricht führt (vgl. Kattmann et al. 1997, S. 5). Um eine sol-
che Strukturierung vornehmen zu können, bedarf es der „Verknüpfung der Er-
gebnisse der fachlichen Klärung mit denen der Erhebung von Schülervorstel-
lungen […]. Zwischen den Konzepten, Denkfiguren und Theorien beider Seiten 
werden systematisch und strukturiert Beziehungen hergestellt. Dabei sollen zum 
einen die Charakteristika beider Seiten deutlich werden und zum anderen die 
lernförderlichen Korrespondenzen und voraussehbaren Lernschwierigkeiten“ 
(ebd., S. 12). Für die didaktische Strukturierung sind daher unter anderem die 
folgenden Fragen zu klären (vgl. Kattmann 2007, S. 96f.): 
 
 „Welches sind die wichtigsten Elemente der Vorstellungen von Lernenden, die 
im Unterricht berücksichtigt werden müssen?  
 Welche unterrichtlichen Möglichkeiten eröffnen sich, wenn die Vorstellungen 
der Lernenden im Unterricht berücksichtigt werden? 
 Welche Vorstellungen der Lernenden korrespondieren mit wissenschaftlichen 
Konzepten und wie können diese für ein angemessenes und fruchtbares Lernen 
genutzt werden?“ 
 
Die Betrachtung der drei Perspektiven ist in der Forschungspraxis der Fachdi-
daktiken nicht neu. Die entscheidende Leistung des Modells besteht jedoch in 
der wechselwirkenden Bezugnahme der fachlichen Klärung, der Lernendenper-
spektive und der didaktischen Strukturierung (vgl. Kattmann et al. 1997).  
Die Gestaltung des Forschungsprozesses  
In der Forschungspraxis sind im Rahmen der didaktischen Rekonstruktion die 
fachlichen Untersuchungen im analytischen Teil der Arbeit eng mit den Erhe-
bungen der Lernendenvorstellungen im empirischen Teil sowie der Entwicklung 
von Elementen und Grundsätzen für die Vermittlung (konstruktiver Teil) ver-
bunden. Entsprechend ergibt sich für den Forschungsprozess kein streng aufei-
nander folgender Ablauf von theoretischer Auseinandersetzung, Erhebung der 
Daten und Entwicklung der didaktischen Folgerungen und Konzepte, sondern 
ein iteratives Vorgehen. 
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Abb. 3.2 Iteratives Untersuchungsdesign im Rahmen der didaktischen Rekonstruk-
tion (aus Kattmann et al. 1997, S. 13) 
 
Dieses Design trägt dazu bei, dass die erhobenen Schülervorstellungen und die 
geklärten fachlichen Anschauungen zuverlässig und zutreffend aufeinander 
bezogen werden können, da unzutreffende Schlussfolgerungen oder Zuordnun-
gen durch das iterative Vorgehen selbst korrigiert werden. Die wechselseitige 
Verknüpfung zwischen fachlicher Klärung, der Erhebung von Lernendenper-
spektiven und der didaktischen Strukturierung, wird entsprechend in eine Ab-
folge übersetzt (vgl. Abb.3.2): 
 
„Methodisch werden dazu die verallgemeinerten Vorstellungen der Wissenschaftler mit 
denen der Schüler verglichen. Zwischen den Konzepten, Denkfiguren und Theorien bei-
der Seiten werden systematisch und strukturiert Beziehungen hergestellt. Dabei sollen 
zum einen die Charakteristika beider Perspektiven deutlich werden und zum anderen die 
lernförderlichen Korrespondenzen und voraussehbaren Lernschwierigkeiten. Auf diese 
Weise wird die mit dem iterativen Vorgehen implizierte wechselseitige Interpretation zu 
einem Abschluss gebracht.“ (Kattmann et al. 1997, S. 12) 
 
Bei der didaktischen Rekonstruktion eines Gegenstandes kann sich dabei her-
ausstellen, dass Teile der fachlichen Klärung fehlen oder neue Schwerpunkte 
gesetzt werden müssen. Ebenso können nach einer vertieften fachlichen Klärung 
weitere Erhebungen von Lernendenvorstellungen zu bestimmten Bereichen 
notwendig werden (vgl. Kattmann et al. 1997).  
 
Die Erhebung der Lernendenvorstellungen erfolgt im Rahmen der didaktischen 
Rekonstruktion mittels Interviews. Dazu werden in der Regel leitfadengestützte 
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Interviews eingesetzt, durch die die Alltagsvorstellungen der Lernenden erhoben 
werden. 
 
Die Analyse der Daten erfolgt idealtypisch in zwei Schritten. Bei der Auswer-
tung der Daten geht es in einem ersten Schritt um die Identifizierung bereichs-
spezifischer Vorstellungen der Lernenden. Diese werden durch qualitative In-
haltsanalysen herausgearbeitet. Um der Interdependenz der fachlichen und indi-
viduellen Vorgehensweisen und Vorstellungen für die Konstruktion von Unter-
richt Rechnung zu tragen, ist für die didaktische Rekonstruktion ein weiterer 
methodischer Schritt notwendiger Bestandteil der Untersuchung (vgl. Kattmann 
2007). Nach der Herausarbeitung der Vorstellungen der Lernenden erfolgt eine 
Gegenüberstellung der fachlichen Perspektive und der ermittelten Schülervor-
stellungen. Ziel ist die Ableitung erster Konsequenzen für die didaktische Struk-
turierung. 
3.2.2 Adaption des Modells 
Im Rahmen dieser Untersuchung wird der beschriebene Forschungsrahmen 
genutzt, um Informationen über die Vorgehensweisen und Denkwege von Ler-
nenden beim Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme zu erhalten 
und diese in Beziehung zu den fachlichen Vorgehensweisen und Denkwegen zu 
setzen. Dabei gibt es jedoch in der Zielsetzung und der methodischen Umset-
zung einige Unterschiede zu dem klassischen Ansatz der didaktischen Rekon-
struktion. 
Zielsetzung  
Diese Arbeit zielt, anders als der klassische Ansatz der didaktischen Rekonstruk-
tion, nicht nur auf die Rekonstruktion und das Verstehen von Vorstellungen, 
sondern insbesondere auch auf die Rekonstruktion der Vorgehensweisen der 
Lernenden und deren Verknüpfung mit den fachlichen Vorgehensweisen ab. 
Entsprechend werden im Rahmen der Interviews nicht nur Fragen zu den Vor-
stellungen der Lernenden gestellt. Sie erhalten stattdessen kombinatorische 
Anzahlbestimmungsprobleme, die sie lösen sollen. 
Ebenso wie in der Arbeit Schinks (2013) zu den Vorstellungen von Lernenden 
bei Brüchen, liegt der Fokus dieser Arbeit vorrangig auf den Zusammenhängen 
zwischen den Denk- und Vorgehensweisen der Lernenden sowie den fachlichen 
Vorgehensweisen und Konzepten. Als Ergebnis dieser Gegenüberstellung wer-
den Leitideen und Prinzipien für den Unterricht abgeleitet. Diese werden im 
Rahmen dieser Untersuchung jedoch nicht evaluiert, sondern bedürfen im An-
schluss an diese Arbeit einer Überprüfung und genaueren Ausdifferenzierung. 
 
  
124 Forschungsfragen und Design der Untersuchung  
Forschungsprozess 
Die Durchführung der qualitativen Untersuchung gestaltet sich ebenso wie im 
klassischen Ansatz der didaktischen Rekonstruktion iterativ:  
 
 
Abb. 3.3 Iteratives Vorgehen der Studie 
 
Entsprechend sind auch im Rahmen der vorliegenden Untersuchung die Erhe-
bung der Daten und ihre Analyse nicht getrennt voneinander zu betrachten, 
sondern stehen in einem engen Zusammenhang. Bereits nach der Sammlung der 
ersten Daten beginnt eine erste Analyse dieser. Dies ermöglicht die Formulie-
rung erster Hypothesen, den Rückbezug auf die fachliche Perspektive und im 
weiteren Verlauf der Untersuchung die genauere Betrachtung und Ausformulie-
rung oder gegebenenfalls die Umformulierung oder Verwerfung von Überlegun-
gen (vgl. Bryman 2004, S. 399). Die Konstruktion von Unterrichtselementen 
wird aus den Ergebnissen der Untersuchung abgeleitet. Die Tragfähigkeit dieser 
Elemente wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr überprüft, sondern 
bedarf einer weiteren empirischen Untersuchung. 
Damit trägt das Untersuchungsdesign auch der der Arbeit zugrunde liegenden 
epistemologischen Annahme Rechnung. Es wird davon ausgegangen, dass The-
orien keine eindeutige Abbildung gegebener Fakten sind, sondern vielmehr eine 
vorläufige Version der Wirklichkeit darstellen (vgl. Flick 2002) und diese Versi-
(1) Theoretische Elemente (2) Empirische Elemente 
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on dementsprechend einer kontinuierlichen Revision, Überprüfung, Konstrukti-
on und Rekonstruktion unterliegt. Es handelt sich um eine vorläufige Annahme, 
die durch die Weiterentwicklung der Version – beispielsweise durch die zusätz-
liche Interpretation weiterer Interviews – zunehmend begründeter wird. Im 
Sinne Webbs (1993) ist es dabei notwendig, möglichst vielschichtige Informati-
onen zu sammeln, um möglichst exakte Rückschlüsse bzw. Schlussfolgerungen 
bezüglich der Denk- und Vorgehensweisen der Lernenden zu ziehen: „The in-
terpretation of student´s responses implies making inferences about what a stu-
dent knows. The items in the assessment instruments from a sample of the possi-
ble tasks concerning a specific concept or procedure, so obtaining more accu-
rate inferences requires as much varied information as possible.” (Batanero et 
al. 1997a, S. 244) 
 
Zur Beantwortung der Forschungsfragen wird entsprechend eine aus mehreren 
Teilstudien bestehende Untersuchung konzipiert. Das Design der Studie ist 
iterativ angelegt, um die wechselseitige Verknüpfung zwischen fachlicher Klä-
rung, der Erhebung von Lernendenperspektiven und Leitideen zur didaktischen 
Strukturierung zu ermöglichen. Die Datenerhebung und -auswertung vollzieht 
sich somit in einem fortlaufenden Wechselspiel (vgl. 3.3). 
 
Erhebung und Analyse der Daten 
Das zentrale Werkzeug zur Erhebung der Daten stellt die klinische Interviewme-
thode dar, diese wird in Abschnitt 3.3.1 genauer beschrieben. Die mittels dieser 
Methode erhobenen Daten werden anschließend durch zentrale Techniken der 
Grounded Theory ausgewertet (vgl. Glaser & Strauss 1967). Zur Verfolgung der 
dieser Untersuchung zugrunde liegenden Fragestellungen werden entsprechend 
sowohl deskriptive als auch interpretative Analyseschritte vorgenommen. Bei 
der Auswertung der Daten geht es in einem ersten Schritt um die Identifizierung 
bereichsspezifischer Denk- und Vorgehensweisen zur Anzahlbestimmung. Die 
Verallgemeinerung der Vorstellungen und Handlungen erfolgt anschließend in 
Form einer Kategorienbildung. Die Kategorien werden dabei durch fachdidak-
tisch adaptierte Methoden der qualitativen Inhaltsanalyse in Kombination mit 
grundlegenden Techniken der Grounded Theory gewonnen (vgl. 3.5).  
Um der Interdependenz der fachlichen und individuellen Vorgehensweisen und 
Vorstellungen für die Konstruktion von Unterricht Rechnung zu tragen, wird 
nach der Herausarbeitung der Vorstellungen der Lernenden im Bereich der 
Kombinatorik ein weiterer Analyseschritt vollzogen. Es erfolgt eine Gegenüber-
stellung der fachlichen Perspektive und der herausgearbeiteten Schülervorstel-
lungen, um Gemeinsamkeiten und Unterschiede darstellen zu können (vgl. 3.5). 
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3.3 Erhebung der Daten 
Die Erhebung der Daten erfolgt mittels Interviews, in denen den Lernenden 
verschiedene kombinatorische Aufgabenstellungen vorgelegt werden. Die Kon-
zeption der Interviews und die Auswahl der Aufgaben beruhen auf den Zielset-
zungen der Untersuchung (vgl. 3.1) und den herausgearbeiteten zentralen Vor-
gehensweisen und Konzepten (vgl. 3.2). Grundlage für die Erhebung kindlicher 
Denkprozesse mit Hilfe von Interviews bildet die aus der Psychoanalyse stam-
mende „methode clinique“. Diese halbstandardisierte Interviewmethode wird 
durch ihre konzeptionelle Offenheit in besonderem Maße der Unvorhersehbar-
keit der kindlichen Denkwege und Vorgehensweisen und damit der vorliegenden 
Problemstellung gerecht. 
3.3.1 Die klinische Methode 
In ihrem Ursprung ist die „methode clinique“ ein Verfahren zur Erforschung der 
Psychogenese, in dem der Therapeut durch behutsames Nachfragen versucht, 
den Klienten zur Offenlegung seiner Gedanken zu animieren (vgl. Ginsburg 
1981, 1997; Ginsburg & Opper 1998; Wittmann 1982). Diese auch in der her-
meneutisch-interpretativen, der experimentellen und der klinischen Psychologie 
verwendete spezielle Form des Einzelgesprächs wurde zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts erstmals von Piaget zur Erforschung des Denkens von Kindern und 
Jugendlichen eingesetzt. Piagets Ziel bestand darin, Denkprozesse, die Hand-
lungen und verbalen Äußerungen zugrunde liegen, zu verstehen. Die zu seiner 
Zeit genutzte sehr offene Methode der Beobachtung und die zielgerichteten, 
standardisierten Tests erschienen ihm ungeeignet, um Erkenntnisse über das 
Denken von Kindern zu erlangen. Dementsprechend nutzte er die klinische 
Methode, da diese die Zielgerichtetheit standardisierter Tests und die Offenheit 
der Beobachtungsmethode verbindet (vgl. Ginsburg 1981). Der Grundgedanke 
des klinischen Interviews besteht darin, eine Person mit einer Situation oder 
einem Problem zu konfrontieren. Der Forscher beobachtet, wie sie mit der Si-
tuation umgeht und versucht, sie durch behutsames Nachfragen zur Offenlegung 
ihrer Gedanken zu animieren, um die Denkprozesse, die sie anwendet, verstehen 
zu lernen. Da Kinder im Grundschulalter nicht in vollem Umfang zur Verbalisie-
rung ihres Wissens und ihrer Denkprozesse fähig sind, revidierte Piaget die 
klinische Methode, indem er im Gegensatz zur klassischen Methode des klini-
schen Interviews nicht nur auf die Sprache, sondern auch auf die Handlungen 
mit bestimmten Materialien fokussierte.  
Von besonderer Bedeutung ist bei dieser Methode das Verhalten des Intervie-
wers. Dieses sollte durch ein hohes Maß an Sensibilität und bewusste Zurück-
haltung geprägt sein, um den Lernenden genügend Raum zum Denken zu geben. 
Die bewusste Zurückhaltung bezieht sich zugleich auch auf das Stellen von 
Suggestivfragen und penetrante Nachfragen. Beides sollte unbedingt vermieden 
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werden, um dem Kind Zeit und Raum zu geben, die eigenen Gedanken offenzu-
legen (vgl. Selter & Spiegel 1997). Um in der jeweiligen Interviewsituation 
zielgerichtet und zugleich flexibel agieren zu können, ist es sinnvoll, einen Leit-
faden mit vorformulierten Aufgaben, obligatorischen Fragen und möglichen 
Impulsen zu entwerfen, der das Thema des Interviews problemzentriert ein-
grenzt und zugleich den Interviewer darin unterstützt, auf spezifische Situatio-
nen sinnvoll reagieren zu können (vgl. ebd.). 
Bei der Durchführung klinischer Interviews sind potentielle Probleme, wie bei-
spielsweise der Einfluss sozialer Wirkungen, die Künstlichkeit der Untersu-
chungssituation, implizite Lernprozesse, sowie Auffassungs- & Verständigungs-
probleme zu berücksichtigen und im Hinblick auf die Auswertung der Daten zu 
beachten (vgl. Beck & Maier 1993, S. 161f.). 
3.3.2 Auswahl der Aufgaben 
Für die Untersuchung wurden insgesamt sechs verschiedene kombinatorische 
Aufgaben ausgewählt, von denen jeweils zwei Aufgabenstellungen den „Varia-
tionen ohne Wiederholung“, den „Kombinationen ohne Wiederholung“ bezie-
hungsweise den „Kombinationen mit Wiederholung“ zuzuordnen sind.  
  





































Hier hast du vier 
Bausteine in ver-
schiedenen Farben 











Türme kannst du 
insgesamt bauen? 
Auf einem Fußballtur-
nier spielen vier 
Mannschaften (rot, 
grün, blau und gelb). 
Jede Mannschaft soll 








le gibt es insgesamt 
auf dem Turnier? 
Lena hat vier Lieblings-
eissorten: Erdbeere, 
Waldmeister, Zitrone und 
Schlumpfeis (rot, grün, 
gelb und blau).  
Sie hat zum Geburtstag 
einen Gutschein beim 
Eisverkäufer bekommen. 
Nun möchte sie sich 
jeden Tag ein Eishörn-
chen mit zwei Kugeln 
kaufen.  
Wie viele verschiedene 
Eishörnchen mit zwei 












Hier hast du vier 
Karten mit den 





Zahlen kannst du 
mit den Ziffernkar-
ten legen? 
Ich lege vier Kugeln 





ne Möglichkeiten gibt 
es, zwei Zahlen aus 
dem Säckchen zu 
ziehen? 
Hier siehst du verschie-
dene Punktmuster: 1, 2, 3 
und 4.  
 
 
Wie viele Dominosteine 
mit den Punktmustern 1, 
2, 3 und 4 gibt es insge-
samt?  
Tab. 3.2 Übersicht über die in der Untersuchung verwendeten Aufgabenstellungen 
 
  




 Punktmuster als Zahlrepräsentanten 
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Der Auswahl der Aufgaben lagen vier notwendige Bedingungen zugrunde: 
 
1. Es sollen Vorgehensweisen und Vorstellungen zu Aufgaben der Ty-
pen Variationen ohne Wiederholung, Kombinationen ohne Wiederho-
lung und Kombinationen mit Wiederholung miteinander verglichen 
werden.  
2. Es soll jeweils zwei zueinander isomorphe Aufgabenstellungen ge-
ben.  
3. Die Aufgabenstellungen sollen hinsichtlich der auszuwählenden 
Grundmengen erweiterbar sein. 
4. Die isomorphen Aufgabenstellungen sollen sich nur durch den Kon-
text und die zu kombinierenden Elemente unterscheiden, die zu-
grunde liegenden Modellvorstellungen sollen gleich sein. 
 
Die ersten drei Bedingungen beziehen sich auf die herausgearbeiteten zentralen 
kombinatorischen Konzepte und Vorgehensweisen und insbesondere auf den 
Einfluss verschiedener Aufgabenvariablen (vgl. 1.2 & 2.1). Zusätzliche Aspekte 
werden durch ergänzende Fragestellungen und Arbeitsaufträge im Interview 
angesprochen. Die vierte Bedingung ergibt sich aus dem in Abschnitt 2.1 darge-
stellten Einfluss der Modellvorstellungen auf die Strategie von Lernenden. Un-
ter dieser Perspektive ist es notwendig, Problemstellungen der gleichen zugrun-
de liegenden Modellvorstellung auszuwählen, um die Strukturierungen verglei-
chen zu können. Als zusätzliche hinreichende Bedingungen wurden bei der 
Auswahl die fachliche Reichhaltigkeit der Aufgaben sowie möglichst sinnhafte 
Kontexte berücksichtigt. Auf diese zusätzlichen Bedingungen wird abschließend 
explizit eingegangen. 
 
1. Zur Auswahl der kombinatorischen Grundfiguren 
Die Fokussierung auf die drei genannten kombinatorischen Grundfiguren basiert 
vorwiegend auf den Erkenntnissen vorangegangener Studien (vgl. 2.4 & 2.5). 
Der Vergleich der Bearbeitung der drei verschiedenen Aufgabentypen ermög-
licht die Herausarbeitung möglicher übergreifender Strukturierungen. Zugleich 
erlaubt der Vergleich das Feststellen aufgabenspezifischer Strukturierungen, mit 
dem Ziel, Präkonzepte zu den kombinatorischen Operationen herausarbeiten zu 
können.  
Der Vergleich der drei ausgewählten kombinatorischen Figuren bietet sich dabei 
insbesondere an, da diese eng zusammenhängen. So differieren die Kombinatio-
nen mit und ohne Wiederholung nur darin, dass Elemente mehrfach vorkommen 
können. Die Kombinationen ohne Wiederholung und die Variationen ohne Wie-
derholung unterscheiden sich nur insofern, als bei den Variationen zusätzlich 
überlegt werden muss, wie viele Permutationen es zu den Kombinationen ohne 
Wiederholung gibt (vgl.1.3). 
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2. Zur Erweiterbarkeit der Grundmenge 
Wesentliche Strategien zum Lösen kombinatorischer Aufgabenstellungen sind 
das Erkennen und Nutzen von Analogien sowie das rekursive Lösen von Aufga-
benstellungen (vgl. 1.2). Um zu überprüfen, ob die Lernenden dazu in der Lage 
sind, erhalten sie nacheinander zwei Aufgabenstellungen, in denen sich lediglich 
die Anzahl der Elemente der Grundmenge um 1 erhöht. Es soll zudem herausge-
funden werden, inwiefern sie rekursiv die Anzahl aller Lösungen ermitteln. 









Hier hast du vier Bausteine in ver-
schiedenen Farben (rot, grün, gelb 
und blau).  
 
Wie viele verschiedene zweistöcki-
ge Türme kannst du insgesamt 
bauen? 
 Hier hast du vier Karten mit den 
Ziffern 1, 2, 3 und 4. 
 
 
Wie viele verschiedene zweistellige 





Wie viele verschiedene Türme 
kannst du mit fünf verschieden-
farbigen Bausteinen bauen? 
 Wie viele verschiedene zweistellige 
Zahlen kannst du mit fünf Ziffern-
karten legen? 
Tab. 3.3 Erweiterung der Aufgabenstellungen zur Überprüfung der Analogiebil-
dung 
 
3. Zur Auswahl zueinander isomorpher Aufgabenstellungen 
Das Erkennen und Nutzen von Isomorphien ist notwendig, um kombinatorische 
Problemstellungen über das indirekte Zählen lösen zu können. Wird die Isomor-
phie zwischen zwei Aufgaben erkannt, so kann die Lösung der einen Aufgabe 
genutzt werden, um die in der anderen Aufgabe gesuchte Anzahl indirekt zu 
ermitteln (vgl. 1.2.2). In den Interviews richtet sich der Blick somit darauf, in-
wiefern die Kinder schon in der dritten Klasse in der Lage sind, indirekt die 
gesuchte Anzahl zu ermitteln. Entsprechend gibt es insgesamt zu jeder kombina-




 „Zahlen aus Ziffernkarten“ 
(Zahlen) 
Hier hast du vier Bausteine in verschie-
denen Farben (rot, grün, gelb und blau).  
 
Wie viele verschiedene Türme aus zwei 
Bausteinen kannst du insgesamt bauen? 
 Hier hast du vier Karten mit den Ziffern  
1, 2, 3 und 4.  
 
Wie viele verschiedene zweistellige Zahlen 
kannst du mit den Ziffernkarten legen? 
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4. Zu den Aufgabenvariablen 
Um eine Vergleichbarkeit der Aufgabenstellungen über die verschiedenen Figu-
ren hinweg zu erzielen, ist eine Reduktion hinsichtlich der zu unterscheidenden 
Aufgabenvariablen notwendig (vgl. 2.1 & 2.6). Diese Reduktion wird insbeson-
dere auf Grund der Ergebnisse der Studie von Batanero et al. (1997a) vorge-
nommen.  
Allen Aufgaben liegt primär die Modellvorstellung des Auswählens zugrunde, 
wodurch ausgeschlossen werden kann, dass die unterschiedlichen Strukturie-
rungen auf verschiedene den Aufgaben zugrunde liegenden Vorstellungen zu-
rückzuführen sind.  
Die Studie von Batanero et al. (1997a) (vgl. 2.1) zeigt ferner, dass der Grad der 
Aufgabenschwierigkeit auch von der Art der zu kombinierenden Elementen 
sowie der Anzahl der Elemente der Grundmenge und der zu kombinierenden 
Elemente abhängt. Daher wird für diese Studie zu jeder der drei kombinatori-
schen Figuren jeweils eine Aufgabenstellung ausgewählt, in der Zahlen bzw. 
Farben kombiniert werden müssen. Die Anzahl der Elemente der Grundmenge 
und der zu kombinierenden Elemente ist hingegen in allen verwendeten Aufga-
benstellungen gleich. 
 
5. Reichhaltigkeit der Aufgaben 
Hinsichtlich der Reichhaltigkeit der Aufgabenstellungen standen folgende Fra-
gen im Mittelpunkt: Welche Veränderungen sind möglich, um weitere Bausteine 
des kombinatorischen Denkens zu berücksichtigen? Eignen sich die Aufgaben-
stellungen zur Erstellung substanzieller Lernumgebungen?  
 
Die ausgewählten Aufgabenstellungen sind so veränderbar, dass neben den 
beschriebenen notwendigen Kriterien auch 
 die Anzahl der k auszuwählenden Objekte von k = 2 mindestens auf k= 
3 erhöht werden kann, so dass es auch hier möglich ist, über Zusam-
menhänge und Verallgemeinerungen nachzudenken. 
 die Aufgabenstellungen so veränderbar sind, dass auch andere kombi-
natorische Figuren im gleichen Kontext behandelt und so Gemeinsam-
keiten bzw. Unterschiede zwischen den Aufgabenstellungen und damit 
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Die folgende Tabelle18 zeigt, inwiefern die zusätzlichen hinreichenden Kriterien 




















Grundmenge Ja Ja Ja Ja Ja b 
Erhöhung der 
Anzahl der zu 
kombinieren-
den Objekte 




Ja Ja B b Ja Ja 
Tab. 3.5 Aufgabenstellungen und erfüllte Auswahlwahlkriterien 
3.3.3 Konzeption der Interviews  
Insgesamt werden in der Studie die Vorgehensweisen von Drittklässlern bei der 
Bearbeitung von Aufgaben zu drei verschiedenen Grundfiguren miteinander 
verglichen. Dazu ist die Durchführung von drei gleich strukturierten Interviews 
A, B und C vorgesehen, in denen jeweils Aufgaben zu einer kombinatorischen 
Grundfigur gestellt werden.  
In Interviewtyp A werden Aufgaben des Typs „Variationen ohne Wiederholung“ 
gestellt, in Interviewtyp B Aufgaben des „Typs Kombinationen ohne Wiederho-
lung“ und in Interviewtyp C „Aufgaben des Typs Kombinationen mit Wiederho-
lung“. In jedem Interview erhalten die Lernenden zwei zueinander isomorphe 
Aufgabenstellungen zu einer kombinatorischen Grundfigur (vgl. 3.3.2).  
  
                                                          
 
 
18 „Ja“ bedeutet, dass die Kriterien ohne Veränderungen der Aufgabe zutreffen. „b“ steht 
für bedingt möglich; für eine sinnvolle Erweiterung der Aufgabe sind jedoch Verände-
rungen an der Aufgabenstellung notwendig. So ist es beispielsweise möglich, anstatt des 
normalen Fußballspiels davon auszugehen, dass immer drei Mannschaften in einem 
Turnier gegeneinander spielen. Dies ist für den Sportunterricht der Grundschule eine 
durchaus gängige Variation des Spiels. 
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 Interview A: 
Variationen ohne 
Wiederholung 
 Interview B: 
Kombinationen ohne 
Wiederholung 
 Interview C: 
Kombinationen mit 
Wiederholung 
Farben Türme  Fußball  Eismann 
Zahlen Zahlen aus Ziffernkar-
ten 
 Lotto  Dominosteine 
Tab. 3.6 Übersicht über die in der Untersuchung verwendeten Aufgabenstellungen 
 
Da davon auszugehen ist, dass die Vorgehensweisen der Kinder von Lerneffek-
ten in der Interviewsituation beeinflusst werden, alterniert die Abfolge der Bear-
beitung der Farben- und der Zahlenaufgabe in den verschiedenen Interviews. 
Damit wird ausgeschlossen, dass aufgrund der Anordnung der Aufgabenstellun-
gen im Interview falsche Schlussfolgerungen bzgl. der Kontextabhängigkeit von 
Lösungswegen und vorgenommenen Strukturierungen getroffen werden. 
Die Interviews sind so konzipiert, dass sie in der Zeitdauer von etwa einer Un-
terrichtsstunde (45 min) durchgeführt werden können. Dieser Zeitrahmen ist für 
Kinder der dritten Jahrgangsstufe angemessen, da das Interview aus Phasen 
besteht, in denen das jeweilige Kind alleine Aufgabenstellungen bearbeitet, und 
aus Phasen, in denen ein Gespräch mit dem Interviewer über das eigene Vorge-
hen stattfindet. Um der Heterogenität der Kompetenzen der Lernenden Rech-
nung zu tragen, werden weiterführende Aufgabenstellungen und Abbruchkrite-
rien entwickelt und bereitgestellt. Der Lösungsweg wird den Lernenden voll-
ständig freigestellt. In allen Interviews wird ihnen Material in ausreichendem 
Maße zur Verfügung gestellt, um mögliche Lösungen entsprechend materialge-
stützt darstellen zu können. Grundsätzlich bleibt es jedoch den Kindern überlas-
sen, ob sie das Material nutzen oder ob sie andere Darstellungen und Notationen 
zur Lösungsfindung verwenden. 
Zum Interviewdesign wären einige Alternativen denkbar gewesen. So hätten 
beispielsweise alle drei Interviews sukzessive mit einem Kind geführt werden 
können. Dieses Design hätte den Vorteil gehabt, die Vorgehensweisen und Vor-
stellungen jeweils eines Kindes bei den verschiedenen kombinatorischen Figu-
ren vergleichen zu können. Da jedoch auch hier zu unterstellen gewesen wäre, 
dass die Kinder in den vorausgehenden Interviews große Lerneffekte erzielten, 
wäre eine weitere Rotation der Aufgabenstellungen notwendig gewesen. Diese 
hätte zugleich eine größere notwendige Auswahl an Kindern impliziert. 
Der Leitfaden  
Der konzeptionelle Rahmen für die Durchführung der Interviews wird mit Hilfe 
von Interviewleitfäden aufgespannt. Diese enthalten zu Beginn eine kurze Dar-
stellung des notwendigen Hintergrundwissens, der übergeordneten Fragestel-
lungen und der Beobachtungsschwerpunkte. Daran knüpfen obligatorische Auf-
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gabenstellungen und Fragen, eine Sammlung fakultativer Nach- bzw. Nebenfra-
gen und weiterführende Aufgabenstellungen sowie Informationen über die aus 
der Literatur bekannten Vorgehensweisen und Schwierigkeiten der Lernenden 
an. 
Der Leitfaden mit den Leitfragen dient dem Interviewer als Orientierung. Die 
für das klinische Interview charakteristischen, vorab festgelegten Kernaufgaben 
und Leitfragen stellen sicher, dass die Vorgehensweisen und Vorstellungen ver-
schiedener Kinder beim Lösen kombinatorischer Aufgabenstellungen miteinan-
der verglichen werden können, der Ablauf der Interviews aber dennoch durch 
das spezifische Vorgehen des jeweiligen Kindes gekennzeichnet ist (vgl. dazu 
Selter & Spiegel 1997; Wittmann 1982).  
Da der Verlauf der Interviews im Sinne Piagets klinischer Methode am indivi-
duellen Vorgehen der Kinder ausgerichtet sein sollte, sind weder die Aufgaben-
stellungen noch die konkreten Formulierungen der Fragestellungen wörtlich 
festgelegt. Seitens des Interviewers erfordert diese prinzipielle Offenheit ein 
hohes Maß an Sensibilität für den Verlauf des Interviews. Einzelentscheidungen 
können nur in der Interviewsituation selbst getroffen werden und sind abhängig 
von den Antworten und Reaktionen des Kindes. Die aus der Literatur abgeleite-
ten Informationen zu möglichen Vorgehensweisen und Schwierigkeiten dienen 
dem Interviewer als Hilfe, um auf entsprechende Reaktionen vorbereitet zu sein 
und um möglichst viel über das Denken des Kindes zu erfahren. 
Phasen des Interviewablaufs  
Die Interviews gliedern sich 
in zwei aufeinanderfolgende 
Phasen, von denen die erste 
Phase dem Vertrautmachen 
mit der Situation und dem 
gegenseitigen Kennenlernen 
von Interviewer und Kind 
dient.  
In der zweiten Phase erfolgt 
die Bearbeitung zweier zuei-
nander isomorpher, kombi-
natorischer Aufgabenstel-
lungen. Die Kinder erhalten 
eine Kontextaufgabe, in der 
sie mit Zahlen (2.1) und 
eine, in der sie mit Farben 
(2.2) alle möglichen gesuch-
ten Kombinationen ermitteln sollen.  
(1) Kennenlernphase 
(2) Bearbeitung zweier isomorpher 
Anzahlbestimmungsprobleme 
 
2.1 Zahlen 2.2 Farben 
 






Abb. 3.4 Phasen des Interviewablaufs 
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Im Folgenden werden der konkrete Interviewablauf sowie die mit den einzelnen 
Aufgabenstellungen intendierten Zielsetzungen exemplarisch anhand der „Va-
riationen ohne Wiederholung“ dargestellt. 
(1) Kennenlernphase 
Die Kennenlernphase ist von besonderer Bedeutung, um der Künstlichkeit der 
Situation entgegenzuwirken und dem Kind die mögliche Angst vor der unge-
wohnten Situation zu nehmen. Durch einen Einstieg mit Fragen zum Unterricht 
oder zum Alltag des Kindes wird die Gesprächsatmosphäre aufgelockert. Im 
Leitfaden werden dazu mögliche Gesprächsanlässe aufgeführt. Dem Kind wird 
anschließend erklärt, dass es nicht um die Richtigkeit der Lösungen geht, son-
dern vielmehr darum, seine Vorgehens- & Denkweisen zu verstehen. 
(2) Bearbeitung der isomorphen Aufgabenstellungen 
Die Farben- und die Zahlenaufgabe werden nacheinander bearbeitet. Sie beste-
hen jeweils aus mehreren analogen Teilaufgaben, von denen die Grundaufgabe 
(a) und die weiterführende Aufgabe (b) von allen Kindern bearbeitet werden 
sollen. Neben den festgelegten Aufgabenstellungen gibt es eine Reihe von 
Nach- und Nebenfragen, die auf zentrale kombinatorische Konzepte und Vorge-
hensweisen fokussieren und zum Einsatz kommen, wenn die genannten Aspekte 
nicht bereits innerhalb des Vorgehens des Kindes thematisiert werden. 
Vor der Bearbeitung von Aufgabenteil (a) wird zunächst die Aufgabenstellung 
geklärt. Um sicherzustellen, dass diese richtig verstanden wurde, wird das Kind 
aufgefordert, einige Möglichkeiten zu legen. Sollten sich dabei Schwierigkeiten 
im Aufgabenverständnis zeigen, so werden diese angesprochen.  
(a) Bearbeitung der Grundaufgabe 
Das interviewte Kind erhält anschließend die Grundaufgabe (a), bei der es die 
Figurenmenge zu einer 4-elementigen Menge aus jeweils zwei Objekten ermit-
teln soll. Erst wenn das Kind davon ausgeht, dass es die Anzahl vollständig 
ermittelt hat, bittet der Interviewer das Kind, die Vollständigkeit seiner Lösun-
gen zu begründen (Mögliche Impulse: „Warum sind das alle? Warum kann es 
keine Weiteren geben? Warum kannst du dir sicher sein, dass du alle Lösungen 
gefunden hast und du keine vergessen oder doppelt gelegt hast?“).  
Findet das Kind keine ausreichende Begründung und auch keine Möglichkeit, 
die Vollständigkeit zu begründen, so wird es gebeten, die gefundenen Möglich-
keiten zu strukturieren (Mögliche Impulse: Versuche einmal deine Lösungen so 
zu ordnen, dass man sieht, dass das wirklich alle sind. Kannst du die Lösungen 
so ordnen, dass ein anderes Kind sofort sieht, dass es keine weiteren gibt?).  
Sowohl die Frage nach den Begründungen als auch der Impuls, die Lösungen zu 
ordnen, zielen darauf mehr über das Konzept des Strukturierens zu erfahren, 
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„Turmbau“ 
(a) Grundaufgabe  
Hier hast du vier Bausteine in ver-
schiedenen Farben (rot, grün, gelb 
und blau).  
Wie viele verschiedene zweistöcki-
ge Türme kannst du insgesamt 
bauen?  
 
(b) Erweiterung  
Wie viele verschiedene Türme 
kannst du mit fünf verschiedenfar-
bigen Bausteinen bauen?“ 
welches für das Lösen kombinatorischer Aufgabenstellungen von besonderer 
Bedeutung ist (vgl. 1.2.2 & 2.2). Anschließend wird das Kind noch einmal gebe-
ten, die Vollständigkeit der Lösungen zu begründen, um zu überprüfen, ob es 
den Ordnungsgedanken nutzen kann („Kann dir die Ordnung dabei helfen, zu 
zeigen, dass das alle sind?“). 
(b) Erweiterung der Aufgabe 
Nach der Lösung von Aufgabenstellung 
(a) und der anschließenden Begründung 
der Vollständigkeit, erhält das Kind eine 
darauf aufbauende Aufgabenstellung (b), 
bei der die Anzahl zu einer 5-elementigen 
Menge – aus der jeweils zwei Objekte 
kombiniert werden müssen – zu bestim-
men ist.  
Die Erweiterung der Aufgabenstellung ist 
so angelegt, dass sich ein Rückgriff auf 
die bereits bekannte Lösung aus (a) an-
bietet. Ziel ist es, herauszufinden, ob die 
Lernenden rekursiv die Anzahl aller 
Möglichkeiten bestimmen. Das Kind wird analog zu (a) darum gebeten, die 
Vollständigkeit seiner Lösungen zu begründen und gegebenenfalls dazu aufge-
fordert, seine Lösungen zu ordnen. 
 
Auf eine falsche Lösung der Lernenden sind verschiedene Reaktionen des Inter-
viewers denkbar; dazu gehören u.a. die Erzeugung eines kognitiven Konflikts: 
„Vorhin hast du vermutet, es seien XY Lösungen, nun sind es YZ Lösungen, 
was stimmt denn jetzt?“ oder „Ein anderes Kind hat gesagt, es sind insgesamt 
xy Lösungen, wer hat denn recht?“. Das Erzeugen solcher kognitiven Konflikte 
bietet die Möglichkeit, die Kinder zur Reflexion oder Überprüfung ihrer An-
nahmen zu bringen und somit zu erforschen, welche tiefer liegenden Denkstruk-
turen hinter den Annahmen und Aussagen der Kinder stehen (vgl. Hasemann 
1986, S. 27). 
3.4 Durchführung der Untersuchung 
Die Erhebung der Daten erfolgte im Zeitraum zwischen November 2008 und 
September 2010. Insgesamt wurden in drei Interviewserien 69 Interviews mit 
Kindern der dritten Jahrgangsstufe geführt.  
Die Interviews wurden zunächst in einer Vorstudie mit sechs Kindern im Laufe 
des Schuljahres 2008 / 09 auf Zielgerichtetheit, Verständlichkeit sowie zeitliche 
Angemessenheit getestet. Außerdem wurde die „Brauchbarkeit“ des Materials 
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überprüft. Daran knüpften zwei aufeinander aufbauende Teilstudien an. Im 
Rahmen der ersten Teilstudie wurden Interviews zu allen drei kombinatorischen 
Grundfiguren mit 18 Kindern einer dritten Klasse geführt. Alle Interviews fan-
den zu Beginn des 2. Schulhalbjahres in einer Dortmunder Grundschule mit 
einem gemischten Einzugsgebiet statt. Ziel der Teilstudie war es, erste Annah-
men über die Vorgehensweisen der Kinder zu treffen und Bezüge zu den theore-
tisch erarbeiteten zentralen Bausteinen herzustellen. Nach der Auswertung der 
Ergebnisse der ersten Teilstudie wurde aufbauend auf diesen Erkenntnissen eine 
zweite Studie durchgeführt. Ziel dieser war es, offene Fragen zu klären und zu 
überprüfen, ob die auftauchenden Phänomene auch über das Design und die 
interviewten Kinder hinaus zu beobachten sind. Dazu wurden in der zweiten 
Interviewserie insgesamt 45 Kinder aus drei Schulen aus Bremen, Berne und 
Wilhelmshaven zu Beginn des dritten Schuljahres interviewt. Die Interviews 
wurden in der zweiten Erhebung bereits zu Beginn der dritten Klasse geführt, da 
in den Leistungsvergleichsarbeiten insbesondere auch der Bereich, Daten, Häu-
figkeiten und Wahrscheinlichkeiten abgefragt wurde. Damit war anzunehmen, 
dass im dritten Schuljahr die Kombinatorik verstärkt unterrichtet wird und somit 
die Vorstellungen der Lernenden (sehr) vom Unterricht geprägt sind. Ebenso wie 
in der ersten Studie erhielten auch hier jeweils ein Drittel der Kinder Aufgaben 
des Typs Variationen ohne Wiederholung, Kombinationen ohne Wiederholung 
und Kombinationen mit Wiederholung. Die Auswahl verschiedener Schulen und 
Klassen wurde getroffen, um ausschließen zu können, dass die zu beobachten-
den Phänomene konkret auf den Unterricht einer einzelnen Lehrperson zurück-
zuführen sind.  
Im Folgenden werden einige konkretere Einblicke in die einzelnen Teilstudien 
gegeben und überblicksartig die zentralen Erkenntnisse der Teilstudien sowie 
die daraus resultierenden Veränderungen und Fokussierungen im Interviewde-
sign der nachfolgenden Untersuchungsteile beschrieben. 
3.4.1 Die Pilotstudie 
Um vorab sicherstellen zu können, dass die Aufgabenstellungen verständlich 
sind, das Material geeignet und die Länge der Interviews angemessen ist, wur-
den zunächst sechs Kinder interviewt. Jeweils zwei Kinder erhielten dabei die 
gleichen Aufgabenstellungen zu einer kombinatorischen Figur. 
Die Aufgabenstellungen erwiesen sich im Allgemeinen als verständlich, es wur-
den lediglich kleine sprachliche Änderungen vorgenommen (bspw. anstelle von 
„Turnier“ „Fußballturnier“) und zusätzliche Impulse und Nebenfragen ergänzt 
(bspw. „Ein anderes Kind hat gesagt, es gibt insgesamt xy Lösungen“). Das 
Material erwies sich im Hinblick auf die Videographie und das Ziel, möglichst 
übersichtlich alle Lösungen darstellen zu können, als geeignet. Der Zeitrahmen 
wurde bei den Interviews zu den Kombinationen mit und ohne Wiederholung 
eingehalten. Bei den Interviews zu den Variationen ohne Wiederholung stellte 
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sich jedoch heraus, dass diese mit einer Dauer von mehr als 55 Minuten sehr 
lang waren. Dies resultierte insbesondere aus der – im Verhältnis zu den Kom-
binationen mit und ohne Wiederholung – großen Figurenmenge. So wurden für 
Aufgabenteil a) 12 und für Aufgabenteil b) sogar 20 Lösungen gesucht. 
3.4.2 Durchführung der ersten Teilstudie 
An der ersten Interviewserie nahmen insgesamt zehn Mädchen und acht Jungen 
zum Ende des ersten bzw. zu Beginn des zweiten Schulhalbjahres teil. Die Ler-
nenden erhielten, wie in der Vorstudie, jeweils zwei zueinander isomorphe Auf-
gabenstellungen zu einer der drei ausgewählten kombinatorischen Grundfigu-
ren. 
Diejenigen Kinder, die Aufgaben des Typs Variationen ohne Wiederholung lösen 
sollten, erhielten zunächst den Auftrag in Teilaufgabe a) die Anzahl aller Mög-
lichkeiten bei 3 gegebenen Elementen und in Teilaufgabe b) die Anzahl aller 
Möglichkeiten bei 4 gegebenen Elementen zu finden. Nachdem sich jedoch bei 
drei Kindern herausstellte, dass die Grundmenge damit so klein war, dass die 
Vorgehensweisen der Kinder nicht mehr sicher rekonstruiert werden konnten, 
wurde den drei anderen Kindern wieder die ursprüngliche Aufgabe gestellt. 
Die Interviews waren wiederum zeitlich nicht begrenzt, ihre durchschnittliche 
Dauer betrug 43 min (von 18 min bis 52 min), so dass jedes Kind die von ihm 
benötigte Zeit auch nutzen konnte. Die recht lange Dauer der Interviews resul-
tierte vor allem aus den Materialhandlungen und den Notationen der Kinder. 
Die Interviews fanden jeweils am Vormittag parallel zum Unterricht in der den 
Kindern vertrauten Lernumgebung statt. Sie wurden in einem Arbeitsraum 
durchgeführt, da dieser im Gegensatz zum Klassenraum eine ungestörtere Ar-
beits- und Gesprächsatmosphäre bot. Die Interviews der ersten Teilstudie wur-
den alle von demselben Interviewteam geführt. Da die Kinder die Interviewe-
rinnen vor der Studie nicht kannten, wurden diese im Vorfeld der gesamten 
Klasse vorgestellt. Die einzelnen Interviews wurden von verschiedenen Inter-
viewerinnen geführt. Dies gewährleistete eine weniger hohe Belastung für die 
interviewende Person. Um die Vergleichbarkeit zu gewährleisten, wurden im 
Vorfeld gemeinsame Gespräche über die Interviewleitfäden und mögliche Reak-
tionen auf die Kinderäußerungen geführt. Außerdem waren alle Interviewerin-
nen bereits vorher durch die Arbeit im Projekt KIRA in der Durchführung klini-
scher Interviews erfahren.  
3.4.3 Durchführung der zweiten Teilstudie 
An der zweiten Interviewserie nahmen insgesamt 25 Mädchen und 20 Jungen 
aus Berne, Bremen und Wilhelmshaven zu Beginn des dritten Schuljahres teil. 
Die Lernenden erhielten, wie in der ersten Teilstudie, jeweils zwei zueinander 
isomorphe Aufgabenstellungen zu einer der drei ausgewählten kombinatori-
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schen Grundfiguren. Im Vergleich zur Durchführung der ersten Teilstudie wur-
den, um genauere Informationen zu erhalten, einigen Modifikationen vorge-
nommen, die im Folgenden kurz benannt werden: 
Modifikation der Klärung der Aufgabenstellung 
In der ersten Teilstudie stellte sich heraus, dass die Vorgehensweisen der Ler-
nenden durch die vorab besprochenen Beispiele beeinflusst wurden. So nannten 
die Lernenden oftmals zu Beginn willkürlich Lösungen. Bei der anschließenden 
Bearbeitung des Arbeitsauftrages notierten sie in einigen Fällen zunächst diese 
Lösungen und suchten anschließend nach einem systematischen Vorgehen. Für 
die zweite Teilstudie wurden entsprechend analoge Problemstellungen zur Klä-
rung der Aufgabenstellung verwendet: Bei den Farbenaufgaben wurden andere 
Farben gewählt, bei den Zahlenaufgaben andere Ziffern. 
Modifikation der Anzahl der zu findenden Lösungen 
Bei der Bearbeitung der Variationen ohne Wiederholung stellte sich heraus, dass 
die zunächst gewählte Grundmenge von n = 3 zu klein ist, um klare Informatio-
nen über die Strategien der Lernenden zu enthalten. Entsprechend erfolgte eine 
Anpassung der Grundmenge auf n = 4.  
Modifikation von Arbeitsaufträgen 
Insgesamt wurde eine verbindliche Änderung 
vorgenommen: Der Arbeitsauftrag „Ordne deine 
Lösungen“ wurde aus Verständnisgründen modi-
fiziert. So interpretierten einige Lernende, wie 
beispielsweise Kathrin, den Auftrag im Sinne 
von „Ordnung schaffen“ bzw. „anordnen“ und 
legten alle gefundenen Objekte nebeneinander, 
ohne eine weitere Strukturierung vorzunehmen 
(vgl. Abb. 3.5). Um eine solche Interpretation zu umgehen, erhielten die Ler-
nenden in der anschließenden Untersuchung den Auftrag „Sortiere deine Lö-
sungen (so dass man sieht, dass es alle sind).“ 
  
Abb. 3.5 Lösungen sortieren 
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Modifikation in der Materialbereitstellung 
In der ersten Teilstudie waren bei der Domino-
steinaufgabe keine Umstrukturierungen mög-
lich, da die Lernenden ein Blatt mit mehreren 
Blankovorlagen erhielten (vgl. Abb. 3.6). Für 
Umstrukturierungen mussten sie also alle Lö-
sungen erneut notieren. Um mehr Einblicke in 
die Strukturierungsprozesse der Lernenden zu 
bekommen, erhielten sie im Rahmen der zwei-
ten Untersuchung einzelne Blankovorlagen. 
 
3.5 Auswertung der Daten 
Die Analyse der Daten erfolgte, aus den bereits genannten Gründen, parallel zur 
Datenerhebung. Dabei wurden zur Auswertung zentrale Elemente der Grounded 
Theory verwendet. Dieses Verfahren stellt nach  Glaser und Strauss (1967) eine 
geeignete Methode zur Entdeckung neuer Zusammenhänge dar.  
Um die zentralen Vorgehensweisen und Vorstellungen der Schülerinnen und 
Schüler zu erheben und diese systematisch auf die im Theorieteil herausgearbei-
teten fachlichen Konzepte beziehen zu können, wurde die Auswertung in zwei 
methodischen Schritten vollzogen: 
 
Auswertungsschritt Kurzbeschreibung 
Schritt 1:  
Kategorienbildung 
Die videographierten Interviews wurden zunächst transkribiert. 
Alle Interviews der ersten und zweiten Teilstudie wurden einer 
Überblicksanalyse mit einer teils kategoriengeleiteten, teils 







Die Beantwortung der dritten Forschungsfrage erfolgt durch die 
systematische Gegenüberstellung fachlicher Perspektiven und 
der Lernendenperspektiven.  
 
Tab. 3.7 Überblick über das zweiphasige Auswertungsverfahren 
 
Die beiden Analyseschritte werden dabei, so wie die verschiedenen Analysever-
fahren bei der Grounded Theory, nicht als klar voneinander zu trennen verstan-
den, sondern eher als verschiedene Umgangsweisen mit dem Datenmaterial, 
zwischen denen der Forscher flexibel wechselt oder die er kombiniert (vgl. Flick 
2002). Bei der Analyse handelt es sich dementsprechend um ein zyklisches 
Vorgehen, welches keiner strengen Abfolge unterliegt. 
Abb. 3.6 Materialdarstellung 
aus der ersten Interviewserie 
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Im Folgenden erfolgt eine Explizierung der Instrumente und des konkreten 
Vorgehens. 
3.5.1 Kategorienbildung 
Die Analyse der Vorgehensweisen und das Herausarbeiten der zentralen Kon-
zepte erfolgt aus den genannten Gründen mittels grundlegender Techniken der 
Grounded Theory durch Kategorienbildung. Das Kodieren dient dabei nicht 
bloß der Klassifikation oder der Beschreibung der Phänomene. Es zielt vielmehr 
darauf ab, theoretische Konzepte zu bilden, die einen Erklärungswert für das 
untersuchte Phänomen haben (vgl. Strauss & Corbin 1996). 
3.5.1.1 Kategorienbildung in Phasen 
Die zentrale Vorgehensweise zur Bildung von Kategorien gestaltet sich im 
Rahmen der Grounded Theory als eine spezielle, dreiphasige Form des Kodie-
rens (vgl. Strauss & Corbin 1996):  
Die Daten werden im ersten Schritt, dem so genannten „open coding“ oder 
offenen Kodieren, in Kategorien und Unterkategorien eingeteilt, die in direktem 
Zusammenhang zu den erhobenen Daten stehen. In der zweiten Auswertungs-
phase, dem “axial coding”, werden wechselseitige Verknüpfungen und Zusam-
menhänge zwischen den Unterkategorien und den Kategorien gesucht. Die Be-
griffe und Konstrukte aus der ersten Phase werden in diesem Schritt zu abstrak-
teren Kategorien zusammengefasst. Auf der Grundlage erarbeiteter Kategorien, 
Kode-Notizen und Memos werden durch selektives Kodieren in der dritten 
Auswertungsphase Schlüsselkategorien erstellt, die den „roten Faden“ bezüglich 
der Detailergebnisse darstellen (vgl. Blaikie 2000). Zur Erarbeitung der zentra-
len Schlüsselkategorien gibt es nach Kuckartz (1997) unterschiedliche Zu-
gangsweisen. Es besteht die Möglichkeit, sie aus der Literatur zu entnehmen 
oder unmittelbar aus der Forschungsfrage abzuleiten. In beiden Fällen existieren 
sie bereits vor der eigentlichen Auswertung. Im dritten Fall werden die Katego-
rien induktiv erarbeitet. Diese drei Zugangsweisen sind nicht unabdingbar von-
einander getrennt, sondern treten in den meisten Forschungsvorhaben als Misch-
formen auf (vgl. ebd.). 
3.5.1.2 Methode der Fallkontrastierung 
Die Untersuchung zielt auf das Verstehen des überindividuell Typischen des 
Einzelfalls und nicht auf das Beschreiben singulärer Ereignisse ab. Methodisch 
wird dies durch die Fallkontrastierung realisiert. Im Fokus stehen dabei folgende 
Fragen:  
 Welche Vorgehensweisen, Denkwege und Schwierigkeiten sind typisch 
für eine kombinatorische Figur?  
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 Welche zeigen sich übergreifend bei der Anzahlbestimmung im Kontext 
verschiedener Figuren?  
 
Nach Schütze (1983) ermöglicht eine minimale und maximale Kontrastierung 
das Loslösen von der Einzelfallanalyse. In der minimalen Kontrastierung wer-
den Fälle gefasst, die große Ähnlichkeiten aufweisen, diejenigen mit großen 
Unterschieden in der maximalen  
3.5.2 Gegenüberstellung individueller und fachlicher Perspektiven 
Anders als bei dem klassischen Vorgehen der Grounded Theory, die die Er-
kenntnisse ausschließlich innerhalb der Daten und zunächst ohne Rückbezug auf 
die Theorie sucht, erfolgt im Sinne der didaktischen Rekonstruktion nach der 
Kategorienbildung eine Gegenüberstellung der fachlichen und individuellen 
Perspektiven mit dem Ziel, lernförderliche Anknüpfungspunkte und lernhinder-
liche Schwierigkeiten herauszufiltern. Dazu bedient sich die Studie im zweiten 
Analyseschritt dem wechselseitigen Vergleich zwischen den fachlichen und den 
individuellen Perspektiven. Der Vergleich ist insofern wechselseitig, als die 
Verknüpfungen zwischen fachlicher Perspektive und der Lernendenperspektive 
nicht nur einseitig normativ-vergleichend hergestellt werden. Vielmehr werden 
beide als gleichwertig betrachtet und sollen aus der jeweils anderen Perspektive 
charakterisiert und bewertet werden (vgl. Gropengießer 1997a). Dieser Ver-
gleich stellt das Kernstück der inhaltlichen Auswertung der Interviews dar. Die 
Gegenüberstellung ermöglicht zum einen eine vertiefte Sicht auf die Denk- und 
Vorgehensweisen der Lernenden und kann zum anderen aber auch das Verständ-
nis der Forschenden vom mathematischen Inhalt verändern und erweitern, also 
entsprechend eine vertiefte fachliche Klärung hervorrufen (vgl. Hahn & Predi-
ger 2008). Vorangehende mathematikdidaktische Arbeiten zu Vorstellungsum-
brüchen beispielsweise bei Brüchen (Prediger 2003) und negativen Zahlen (He-
fendehl-Hebeker 1989) zeigen dabei auf, dass ein solcher wechselseitiger Ver-
gleich fruchtbarsein kann. Mit diesem Schritt wird insbesondere der Forderung 
nach Fach- und Kindorientierung Rechnung getragen. Methodisch werden ver-
allgemeinerte fachliche Vorstellungen mit denen der Schüler verglichen. Zwi-
schen den Konzepten, Denkfiguren und Theorien beider Seiten werden dazu 
systematisch Beziehungen hergestellt. Ziel ist es, dass einerseits die Charakteris-
tika beider Perspektiven deutlich werden und andererseits die lernförderlichen 
Korrespondenzen und voraussehbaren Lernschwierigkeiten (vgl. Kattmann et al. 
1997): 
 
„Ziel der Gegenüberstellung“, so Prediger (2005, S.43), „ist es insbesonde-
re die Eigenheiten, Gemeinsamkeiten, Verschiedenheiten und Begrenztheiten 
der fachlichen und der individuellen Konzepte herauszuarbeiten. Dabei um-
fassen 
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a. Eigenheiten Konzepte, die entweder für die fachwissenschaftli-
chen oder für die Schülervorstellungen charakteristisch sind.  
b. Gemeinsamkeiten, gleichgerichtete und kongruente (fachliche 
und Lernenden-)Vorstellungen zu bst. Inhaltsbereichen 
c. Verschiedenheiten, diskrepante Vorstellungen zwischen fachwis-
senschaftlichen Theorien und den Vorstellungen der SuS. Die 
Verschiedenheiten können als Gegensätze bewertet werden und 
sind nur dann als Widersprüche zu bezeichnen, wenn sie aus-
drücklich im Rahmen derselben Theorie stehen.  
d. Begrenztheiten, die Eigenheiten der Sicht der SuS ermöglichen 
die Grenzen wissenschaftlichen Theorien zu erkennen und um-
gekehrt.“ 
 
Die Analyse der Vorgehensweisen der Lernenden erfolgt dabei kompetenzorien-
tiert. Es wird aus lerntheoretischer Perspektive im Sinne des Conceptual Change 
Ansatzes angenommen, dass Kinder auf ihnen bekannte Lösungsstrategien zu-
rückgreifen, die sie ggf. aus anderen Kontexten kennen und die ihnen geeignet 
erscheinen, die kombinatorischen Aufgabenstellungen zu lösen. Entsprechend 
werden die Vorgehensweisen der Lernenden und deren zugrunde liegenden 
Vorstellungen – auch wenn sie nicht den fachlichen Vorstellungen entsprechen – 
nicht als Fehlvorstellungen betrachtet, sondern vielmehr als Ausgangspunkte des 
Lernprozesses. Unter dieser Perspektive wird nach den Anknüpfungspunkten 
und Diskrepanzen zu den fachlichen Konzepten gefragt. In den einzelnen Teil-
kapiteln wird daher immer wieder die Frage nach den möglichen Vorkenntnissen 
der Lernenden sowie den Anknüpfungspunkten und Unterschieden zu den fach-
lichen Konzepten aufgeworfen. 
 
 
 4 Einflussfaktoren  
„Weil ich hab ja Zwölf, Dreizehn und Vierzehn und dann gibt es keine mehr mit 
Zehn.“ 
 
Olivia (KGSW, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten)  
 
Olivia sollte herausfinden, wie viele mögliche zweistellige Zahlen sie aus vier 
Ziffernkarten bilden kann. Ihrer Begründung für die Vollzähligkeit ihrer Lösun-
gen ist zu entnehmen, dass sie diese auf den ihr bekannten Kontext der Zahlen 
von 10 bis 99 bezieht, entsprechend ihrer Erläuterung hat sie vorab auch die 
zweistelligen Zahlen erstellt. Es zeigt sich entsprechend, dass der Kontext zwei-
stellige Zahlen die Grundlage für ihr strategisches Vorgehen bildet. 
In Abschnitt 2.1 wurde aufgezeigt, dass verschiedene Aufgabenvariablen die 
Schwierigkeit der Aufgabe und die Lösungserfolge von Lernenden beeinflussen. 
Welchen Einfluss die Faktoren konkret auf die Vorgehensweisen von Lernenden 
beim Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme haben, wurde je-
doch nur bedingt erhoben. So ist bekannt, dass Lernende abhängig von der zu-
grundeliegenden Modellvorstellung verschiedene Anzahlbestimmungsstrategien 
verwenden und die Art und Anzahl der zu kombinierenden Elemente einen Ein-
fluss auf die Strukturierung ihres Vorgehens hat. Es liegen bislang jedoch noch 
keine Informationen darüber vor, wie die kombinatorische Figur und die gege-
benen Kontexte, wie in Olivias Vorgehen, die Anzahlbestimmungsstrategien der 
Lernenden im Detail beeinflussen. Diese erweisen sich jedoch aus zwei ver-
schiedenen Gründen als zentral:  
Zum einen haben aus fachlicher Sicht insbesondere die Eigenschaften der kom-
binatorischen Figur bzw. der Figurenmenge einen Einfluss darauf, welche kom-
binatorische Operation zur Anzahlbestimmung verwendet werden kann. Sie sind 
zugleich bei der Anwendung von Zählprinzipien zu berücksichtigen und können 
zur Strukturierung der Figurenmenge genutzt werden (vgl. 1.2). Die Ergebnisse 
der Untersuchungen zur Lösung von Auflistungsproblemen geben ebenfalls 
Hinweise darauf, dass die Strategien zu Teilen abhängig von dieser Größe ver-
wendet werden. Zum anderen ist bekannt, dass die Anzahlbestimmungsstrate-
gien von Sekundarstufenschülern oftmals an die in den Aufgaben implizierten 
kontextbezogenen Handlungsvorstellungen gebunden sind und Lernende Strate-
gien zum Lösen von Auflistungsproblemen vorrangig in bestimmten Kontexten 
verwenden. Insofern scheint auch der Kontext, welcher aus fachlicher Sicht 
keine Bedeutung hat, das Vorgehen der Lernenden zu beeinflussen.  
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Unter diesen Gesichtspunkten ist es von zentraler Bedeutung, genauere Informa-
tionen über den Einfluss dieser beiden Größen zu erhalten. Dieses Kapitel zielt 
daher auf die Beantwortung folgender Fragestellung:  
 
Forschungsfrage 1 
Wie beeinflussen die kombinatorische Figur und der Aufgabenkontext die 
Anzahlbestimmungsstrategien von Drittklässlern? 
 
Zur Beantwortung der Frage wird zunächst in Abschnitt 4.1 in den Blick ge-
nommen, welchen Einfluss die kombinatorische Figur und daran anknüpfend in 
Abschnitt 4.2, welchen Einfluss der Kontext auf die Anzahlbestimmungs-
strategien von Lernenden hat. Abschließend wird in Abschnitt 4.3 ein kurzes 
Fazit bezüglich der Forschungsfrage gezogen. 
4.1 Einflussfaktor kombinatorische Figur 
Im Rahmen dieser Untersuchung wurde erhoben, welchen Einfluss die kombi-
natorische Figur auf die Anzahlbestimmungsstrategien der Lernenden hat. Dabei 
wurde betrachtet, ob es Einfluss der Figur auf die direkte oder indirekte Anzahl-
bestimmung hat, ob es Unterschiede bezüglich der Ableitung von Zählstrategien 
gibt und welchen Einfluss die Figur auf die Strukturierungsstrategie der Lernen-
den hat.  
4.1.1 Einfluss auf die Anzahlbestimmungsstrategie 
Zur Überprüfung des Einflusses auf die Anzahlbestimmungsstrategien der Ler-
nenden wurde verglichen, wie häufig die Anzahlen in Abhängigkeit von den 
Figuren, direkt oder indirekt mittels einer Zählstrategie oder indirekt abzählend 
ermittelt wurden. Die Tabelle stellt die ermittelten Anzahlen dar. Unterschieden 
wird dabei, inwiefern die verschiedenen Anzahlbestimmungsstrategien in Ab-
hängigkeit von der kombinatorischen Figur sowie der Anzahl der Ausgangsele-
mente verwendet wurden. 
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 K. o. Wh.19  K. m. Wh.  V. o. Wh.  Gesamt  
Direkte Anzahlbe-
stimmung  










33 18 32 20 29 11 97 67 
Gesamt 42 42 42 42 42 42 126 126 
Tab. 4.1 Figurabhängige Darstellung der Anzahlbestimmungsstrategien 
 
Eine Analyse der Anzahlbestimmungsstrategien der Lernenden hinsichtlich des 
Einflusses der kombinatorischen Figur zeigt, dass es bezogen auf die Anwen-
dung direkter oder indirekter Anzahlbestimmungsstrategien bei den Grundauf-
gaben, in denen jeweils vier Ausgangselemente gegeben waren, keine offen-
sichtlichen Unterschiede gibt. Für die Erweiterung der Problemstellungen auf 
fünf Elemente ist der Tabelle zu entnehmen, dass Kombinationen ohne Wieder-
holung häufiger als Variationen und Kombinationen mit Wiederholung über eine 
direkte Anzahlbestimmung gelöst werden.  
Ausgehend von einer indirekten Anzahlbestimmung wurden insbesondere bei 
Variationsproblemen ohne Wiederholung jedoch auch bei Kombinationsproble-
men mit Wiederholung Zählstrategien abgeleitet. Bei Kombinationen ohne Wie-
derholung wurden weitaus seltener indirekte Zählstrategien verwendet. Nicht 
eindeutig abzuleiten ist daraus, welche Ursache die häufigere Verwendung der 
Zählstrategien hat. So ist es einerseits möglich, dass diese auf die Figuren zu-
rückzuführen ist, andererseits ist jedoch auch denkbar, dass die weitaus größeren 
Figurenmengen bei den Kombinationen mit Wiederholung und bei den Variatio-
nen ohne Wiederholung im Vergleich zu den Kombinationen ohne Wiederho-
lung die Ursache sind. Entsprechend wäre für Kombinationen ohne Wiederho-
lung zu prüfen, inwiefern diese eher über indirekte Zählstrategien gelöst wer-
den, wenn eine größere Figurenmenge zu erstellen ist. 
                                                          
 
 
19 Der erste Wert gibt jeweils an, wie viele Lernende bei der ersten oder der zweiten 
Grundaufgabe den jeweiligen Weg der Anzahlbestimmung wählten. Der zweite Wert gibt 
an, wie viele Lernende die dargestellte Strategie bei der Erweiterung der Aufgabenstel-
lung auf fünf Ausgangselemente verwendeten. Da jeder der 63 Lernenden jeweils zwei 
Grund- und Erweiterungsaufgaben zu einer der drei Figuren erhielt und bearbeitete, 
ergeben sich als Referenzmenge 42 mögliche Lösungen pro Figur und insgesamt.  
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Zusätzlich ist der Tabelle zu entnehmen, dass im Vergleich der Anzahlbestim-
mungsstrategien bei den Grundaufgaben und den Erweiterungsaufgaben insbe-
sondere letztere mittels Zählstrategien gelöst wurden. Die verwendeten Zählstra-
tegien implizierten dabei in den meisten Fällen einen Rückgriff auf die bereits 
gefundene Anzahl an Lösungen bei der Grundaufgabe. Insofern ist anzunehmen, 
dass die Verwendung der Zählstrategien insbesondere auf dem analogen Zu-
sammenhang zwischen den Problemstellungen beruht. 
4.1.2 Einfluss auf die Strukturierungs- und Zählstrategien 
Eine Analyse des Einflusses der gegebenen kombinatorischen Figur, zeigt, dass 
es Unterschiede in den Strukturierungsstrategien von Lernenden in Abhängig-
keit von den Eigenschaften der gesuchten kombinatorischen Figur gibt. So be-
rücksichtigten einige Lernende bei der Strukturierung der Figuren im Prozess 
des Erstellens der Lösungen oder bei der räumlichen Anordnung der Figuren-
menge die Eigenschaften der zur erstellenden Figuren beziehungsweise der zu 
erstellenden Figurenmenge. Insgesamt war bei den Kombinationen mit Wieder-
holung und bei den Variationen ohne Wiederholung ein eindeutiger Einbezug zu 
den Eigenschaften der zu erstellenden Figurenmenge zu erkennen. Dieser wird 
im Folgenden exemplarisch für die Variationen ohne Wiederholung aufgezeigt, 
eine genauere Betrachtung dieser Strategien erfolgt in Kapitel 7. 
 
Transkr. 4.1Tims Lösungsstrategie (KGSD, V. o. Wh., Türme bauen) 
Zur Situation: Tim hat den Auftrag erhalten herauszufinden, wie viele verschiedene 
zweistöckige Türme man aus vier verschiedenfarbigen Bausteinen erstellen kann. Er 





T.: Ja, weil ich erst mal auf die Steine geguckt habe und dann hab ich immer einen Stein 
genommen (...) und dann hab ich das sofort wieder anders herum gemacht. 
[T. steckt dabei rot auf gelb und gelb auf rot]. Und dann nimmt ich noch wieder einen 
Stein [T. steckt blau auf gelb]. Und dann habe ich das wieder andersrum gemacht [T. 
steckt gelb auf blau]. 
gr b g gr b g 
b gr gr g g b 
 
r b r g gr r 
b r g r r gr 
 
Tims Vorgehen zeigt, dass er jeweils einen Turm aus zwei verschiedenen Farben 
erstellt hat und direkt im Anschluss die Anordnung der Farben in dem Turm 
vertauscht. Dieses Vorgehen ist auch seinen anschließenden Erläuterungen zu 
entnehmen (u.a. „wieder anders herum gemacht“). Er greift damit auf eine 
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zentrale Eigenschaft der Variationen ohne Wiederholung zurück: Die Anordnung 
der Elemente in den Figuren ist von Bedeutung. Ebenso wie Tim greifen auch 
andere Lernende in ihrem Vorgehen auf die Eigenschaften der kombinatorischen 
Figur zurück. Teileweise verwenden sie nur diese in ihrem strategischen Vorge-
hen, teilweise verwenden sie weitere Strategien. 
 
Die Eigenschaften der kombinatorischen Figur bzw. der zu erstellenden Figu-
renmenge beeinflussen nicht nur die Strukturierung der Figurenmenge, sondern 
in einigen Fällen zudem auch auf die Zählstrategien der Lernenden. So entwi-
ckeln einige Lernende ausgehend von der vorgenommenen Strukturierung eine 
additive Zählstrategie, welche auf den Eigenschaften der Figurenmenge beruht. 
Besonders offensichtlich wird diese Berücksichtigung in Lils Vorgehen zur 
Lösung eines Variationsproblems ohne Wiederholung:  
  
Transkr. 4.2 Lils Vorgehen (CGSB, V. o. Wh., Türme bauen) 
Zur Situation: Lil erhält den Auftrag, die Turmaufgabe zu lösen. Dazu baut und 
notiert sie zunächst 6 Lösungen [baut und notiert: s-r; r-g; gr-r; legt r zur Seite, 
baut und notiert gr-g, gr-s, legt gr zur Seite, baut g-s] und legt diese wie folgt auf 
den Tisch:   
s r gr gr gr g 
r g r g s s 
 
Anschließend notiert sie zu jeder der bereits gefundenen Lösungen eine weitere 
Lösung, in der die Reihenfolge der Farben vertauscht ist, und ordnet die 12 Lösun-




       g s  
    r s  s g  
    s r     
        gr s 
      gr 
gr 
g s gr 
g r  gr r  g gr   
g g  r gr      
 
L.: Ich hab 6 und dann doppelt genommen. Also 12. 
 
Lil bildet zunächst Türme, die alle sechs möglichen Kombinationen aus zwei 
Farben enthalten. Anschließend vertauscht sie zu allen Türmen die Anordnung 
der Farben. Ausgehend von diesem Vorgehen entwickelt sie eine Zählstrategie. 
Das „Doppelt nehmen“ beruht auf der vorgenommenen Vertauschung und damit 
auch auf den Eigenschaften der Variationen.  
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Insgesamt zeigt sich im Rahmen dieser Untersuchung, dass sich bei Variationen 
ohne Wiederholung die unterschiedliche Anordnung der Elemente in den Figu-
ren auf die Zählstrategie auswirkt. Bei den Kombinationen mit Wiederholung 
wurden ebenso wie bei den Kombinationen ohne Wiederholung in dieser Studie 
keine Auswirkungen der kombinatorischen Figur auf die Zählstrategie rekon-
struiert. 
4.2 Einflussfaktor Kontext 
Ebenso wie der Einfluss der kombinatorischen Figur auf die Anzahlbestim-
mungsstrategien der Lernenden im Allgemeinen sowie im Detail auf deren kon-
krete Strukturierungsstrategien überprüft wurden, erfolgte auch eine diesbezüg-
liche Analyse bezüglich des Kontexteinflusses. Im Folgenden werden die ermit-
telten Ergebnisse dargestellt.  
4.2.1 Einfluss auf die Anzahlbestimmungsstrategie 
Hinsichtlich des Einsatzes direkter oder indirekter Anzahlbestimmungsstrate-
gien wurde bei den verschiedenen Kontexten keine besondere Auffälligkeit 
zugunsten eines Vorgehens festgestellt. Dies gilt sowohl für die Bearbeitung der 
Grundaufgaben mit vier Elementen als auch für die Bearbeitung der Erweite-
rungsaufgaben mit einer Ausgangsmenge von fünf Elementen. Im Folgenden 
werden exemplarisch die Strategien bei der Grundaufgabe in Abhängigkeit vom 
Kontext dargestellt.  
 
 K. o. Wh.  K. m. Wh.  V. o. Wh.  Gesamt  























17 16 16 16 15 14 48 46 
Gesamt 21 21 21 21 21 21 63 63 
Tab. 4.2Kontextabhängige Darstellung der Anzahlbestimmungsstrategien 
 
Der Tabelle ist zu entnehmen, dass es bezüglich der direkten Anzahlbestimmung 
keinen Kontext gab, in dem diese besonders häufig verwendet wurde. Ebenso 
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konnte nicht festgestellt werden, dass abhängig von einem Kontext besonders 
häufig eine Zählstrategie aus einer vorherigen indirekten Vorgehensweise abge-
leitet wurde. So wird die Fußballaufgabe am seltensten mittels einer indirekten 
Zählstrategie gelöst, jedoch zeigte sich insgesamt, dass die Anzahl der Kombi-
nationen ohne Wiederholung abzählend bestimmt wurde. Dies ist vermutlich auf 
die geringe Anzahl an zu erstellenden Figuren zurückzuführen, bei der eine 
Zählstrategie nicht zwangsläufig schneller zur gesuchten Anzahl an Lösungen 
führt. Um eindeutigere Hinweise darauf zu erhalten, ob der Kontext Einfluss auf 
die Anzahlbestimmungsstrategien der Lernenden hat, bedarf es voraussichtlich 
einer größeren Stichprobenanzahl, damit konkrete Unterschiede festgestellt 
werden können.  
4.2.2 Einfluss auf die Strukturierungs- und Zählstrategien 
Im Rahmen der Untersuchung wurden Strategien beobachtet, die bei keiner 
anderen als der gegebenen Aufgabenstellung verwendet wurden. Diese Struktu-
rierungen beziehen sich konkret auf den Kontext in dem die Anzahlbestim-
mungsprobleme formuliert sind. Ein solches Vorgehen konnte insgesamt bei 
zwei Lernenden beobachtet werden. Da in beiden Fällen weder eine direkte 
Anzahlbestimmung erfolgte noch aus der Strukturierung eine Zählstrategie 
abgeleitet wurde, lassen sich hinsichtlich der Zählstrategien keine Einflüsse des 
Kontextes ableiten. Die beiden Strategien der Lernenden werden nachfolgend 
dargestellt. 
4.2.2.1 Kontextspezifische Strategie zur Aufgabe „Dominosteine“ 
Die von Raik vorgenommene Strukturierung der Figurenmenge bei der Lösung 
der Dominosteinaufgabe zeigt dieses kontextspezifische Vorgehen exemplarisch 
auf:  
 
Transkr. 4.3 Raiks Vorgehen (CGSB, K. m. Wh., Dominosteine) 
Zur Situation: Raik notiert der Reihe nach folgende Lösungen. Diese ordnet er jeweils 




1 2 3 4 4 1 1 3 3 4 4 2 2 1 
 
 
Raik legt die erstellten Dominosteine hintereinander. Dabei stimmen jeweils –
abgesehen von der ersten Kombination- die beiden angrenzenden Punktmuster 
in zwei verschiedenen Dominosteinen überein (bspw. 3-4, 4-1). Raik nimmt 
demnach eine Strukturierung vor, die den Regeln des Dominospiels entspricht. 
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4.2.2.2 Kontextspezifische Strategie zur Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“ 
Eine ebenfalls kontextspezifische Strukturierung ließ sich in dem Vorgehen von 
Olivia rekonstruieren. Sie erhielt den Auftrag, alle zweistelligen Zahlen aus vier 
Ziffernkarten zu bilden. 
 
Transkr. 4.4 Olivias Vorgehen (KGSW, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
Zur Situation: Olivia  findet insgesamt alle zwölf Zahlen aus Ziffernkarten. Sie wird 
gebeten, die Vollständigkeit der Lösungen zu begründen. 
 
O.:  Fertig. 
I.: Und warum bist du dir sicher, dass du jetzt alle gefunden hast? 
O.: Weil ich ha ja Zwölf, Dreizehn und Vierzehn und dann gibt es keine mehr 
mit Zehn. Und dann habe ich Einundzwanzig, Zweiundzwanzig geht ja 
nicht, weil ich keine zwei mehr habe. Dreiundzwanzig und Vierundzwan-
zig und Fünfundzwanzig würde ja nicht gehen, weil ich keine Fünf habe. 
Und dann noch die anderen, die ich gefunden habe und mehr kann man 
dann bis 100 mit den Zahlen nicht machen. 
 
 
Olivia begründet die Vollständigkeit ihrer Lösungen darüber, dass sie sukzessive 
alle zweistelligen Zahlen der Reihe nach aufsagt und aufzeigt, dass es zwischen 
den von ihr gebildeten zweistelligen Zahlen keine weiteren gibt, die sie verges-
sen hat. Sie ermittelt demnach die Figurenmeng über ein indirektes Vorgehen, in 
dem sie aus den ihr bekannten Zahlen im Hunderterraum diejenigen auswählt, 
die man mittels der vorgegebenen Ziffernkarten erstellen kann. 
4.3 Zusammenfassung 
Ausgangspunkt der Ausführungen der vorangegangenen Abschnitte war folgen-
de Forschungsfrage:  
 
Forschungsfrage 1 
Wie beeinflussen die kombinatorische Figur und der Aufgabenkontext die 
Anzahlbestimmungsstrategien von Drittklässlern? 
 
Diese Frage lässt sich auf der Grundlage der Ergebnisse der durchgeführten 
Studie folgendermaßen beantworten:  
Die kombinatorische Figur und der Kontext haben im Rahmen dieser Untersu-
chung wenig Einfluss auf die Anzahlbestimmungsstrategie der Lernenden. Ob 
diese die Anzahl über ein direktes oder indirektes Vorgehen abzählend oder 
rechnerisch ermitteln, scheint auf der Grundlage der Daten unabhängig von 
diesen genannten Größen zu sein. Die Ergebnisse der Untersuchung legen je-
doch nahe, dass die kombinatorische Figur oder aber die Anzahl der zu erstel-
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lenden Figuren einen Einfluss darauf zu hat, dass Lernende ausgehend vom 
Erstellen der Lösungen eine Zählstrategie ableiten. 
Mit Blick auf die Verwendung von Strukturierungsstrategien zeigen sich deutli-
che Einflüsse der kombinatorischen Figur bei der Lösung von Variationsprob-
lemen ohne Wiederholung und bei den Kombinationsproblemen mit Wiederho-
lung. Dabei ist zu berücksichtigen, dass ein großer Teil der Lernenden die Ei-
genschaften der jeweiligen Figur in der Strukturierung berücksichtigt, dies je-
doch nicht für alle Lernenden gilt (zur genaueren Darstellung der Strategien vgl. 
7.2). Bezüglich der Kombinationen ohne Wiederholung wurde kein Einfluss der 
Eigenschaften der gesuchten Figuren auf die Lösungsstrategien festgestellt. 
 
Der Aufgabenkontext hat ebenfalls bei einigen wenigen Lernenden einen zentra-
len Einfluss auf die vorgenommene Strukturierung. So zeigte sich, dass bei der 
Aufgabe „Dominosteine“ und bei der Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“ Stra-
tegien beim Erstellen der Lösungen bzw. zur Begründung der Vollständigkeit 
der Lösungen verwendet wurden, die sich direkt auf den spezifischen Kontext 
beziehen. Eine solche Abhängigkeit der Strukturierung und Strategiewahl konn-
te bei den anderen Problemstellungen nicht identifiziert werden. 
 
  
5 Die Rolle von Strukturierungen bei 
Anzahlbestimmungen 
 
 „Dann müsst ich eigentlich viermal vier rechnen und das sind sechzehn. Oder 
wart mal…weil, jede Mannschaft muss ja eigentlich dreimal spielen, aber es 
sind vier Mannschaften. Also muss es eigentlich dreimal vier sein…“ 
 
Rieka (GSSTB, K. o. Wh., Fußball)  
 
 
Rieka ermittelt die Anzahl aller Spiele auf dem Fußballturnier direkt durch eine 
Rechnung. Diese basiert dabei auf einer gedanklich vorgenommenen Strukturie-
rung möglicher Lösungen, die sie im Anschluss an ihre Rechnung verbalisiert 
(„weil, jede Mannschaft muss ja eigentlich dreimal spielen, aber es sind vier 
Mannschaften“). Aus fachlicher Sicht spielen solche Strukturierungen eine 
zentrale Rolle beim Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme, da 
sich aus den Strukturierungen Zählstrategien ableiten lassen und diese auch 
notwendig sind, um kombinatorische Operationen zur Anzahlbestimmung zu 
nutzen (vgl. 1.2). Welche Rolle Strukturierungen in den Anzahlbestimmungs-
prozessen von Lernenden einnehmen, ist bislang nicht hinreichend geklärt, um 
Konsequenzen für die didaktische Strukturierung des Unterrichts ableiten zu 
können (vgl. 2.2). Entsprechend zielt dieses Kapitel auf die Beantwortung fol-
gender Frage:  
 
Forschungsfrage 2 
Welche Rolle spielen Strukturierungen in den Anzahlbestimmungsprozessen 
von Drittklässlern? 
 
In Abschnitt 5.1 wird zunächst die Rolle von Strukturierungen bei indirekten  
Anzahlbestimmungen in den Blick genommen, anschließend bei direkten An-
zahlbestimmungen. Im darauffolgenden Abschnitt 5.2 wird betrachtet, welche 
Rolle Strukturierungen spielen, wenn Lernende mehrere Anzahlbestimmungs-
probleme nacheinander lösen, bevor abschließend in Abschnitt 5.3 eine Zusam-
menfassung der Ergebnisse hinsichtlich der Forschungsfrage erfolgt. 
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5.1 Rolle von Strukturierungen bei indirekten und direkten 
Anzahlbestimmungen 
Grundsätzlich lässt sich im Rahmen dieser Untersuchung unterscheiden, ob 
Lernende die Anzahl direkt über eine Zählstrategie bestimmen oder ob sie diese 
indirekt ermitteln, indem sie zunächst die Figurenmenge erstellen. Strukturie-
rungen spielen bei beiden Lösungsprozessen eine zentrale Rolle. 
5.1.1 Strukturierungen bei indirekten Anzahlbestimmungen 
In den meisten Fällen wurden die Anzahlen im Rahmen der Untersuchung indi-
rekt bestimmt. Im ersten Schritt wurden die Objekte erstellt und im zweiten 
Schritt erfolgte auf dieser Grundlage die Anzahlbestimmung entweder durch 
Abzählen der erstellten Objekte oder durch die Ableitung einer Zählstrategie.  
Strukturierungen hatten dabei bei verschiedenen Lernenden im Prozess des 
Erstellens der Figurenmenge sowie der räumlichen Strukturierung der Figuren-
menge einen sehr unterschiedlichen Stellenwert. Im Folgenden wird zunächst 
die Rolle von Strukturierungen im Prozess des Erstellens der Lösungen betrach-
tet, dann bei der räumlichen Strukturierung und abschließend über verschiedene 
Teile des Lösungsprozesses. 
5.1.1.1 Rolle von Strukturierungen im Kontext des Erstellens der Lösungen  
Bei Erstellen der Figurenmenge ist zwischen einem unstrukturierten, teilweise 
strukturierten und durchgängig strukturierten Vorgehen zu unterscheiden. Unter 
einem unstrukturierten Vorgehen sind Vorgehensweisen zu verstehen, in denen 
kein Handlungsmuster zu erkennen ist, welches mehrere Figuren generiert. Das 
unstrukturierte Vorgehen entspricht insofern Piagets und Inhelders (1975) «Su-
che ohne System»  (vgl. 2.3). Ein teilweise strukturiertes Vorgehen generiert 
mehrere Lösungen, jedoch nicht die gesamten durch die Lernenden ermittelten 
Figuren Das Vorgehen entspricht insofern der «Suche nach einem System»  und 
in Hoffmanns Ansatz der Anwendung von Mikrostrategien (vgl. 2.3 und Hoff-
mann 1999 & 2003). Als durchgängig strukturiert wurden im Rahmen dieser 
Untersuchung diejenigen Vorgehensweisen eingestuft, mittels derer alle von den 
Lernenden erstellten Figuren strukturiert werden. 
Auch bei Lernenden, die zunächst unstrukturiert oder teilweise strukturiert die 
Figurenmenge erstellen, spielen Strukturierungen eine zentrale Rolle. So entwi-
ckeln einige Lernende im Verlauf des Erstellens der Figurenmenge eine Struktu-
rierung. Ein solches strukturentwickelndes Vorgehen äußert sich in den Über-
prüfungshandlungen oder in den Verbalisierungen der Lernenden zum eigenen 



























Lena erstellt nacheinander folgende Kombinationen 
aus  Punktmustern zur Dominosteinaufgabe 1-2; 2-
3; 1-3; 2-4; 4-4; 3-3; 2-2; 1-4; 1-1 
 















werden durch die 
Verwendung 







Rest über Versuch 
und Irrtum  
 
Chiara baut und notiert jeweils die möglichen 




Ch. baut s-r vertauscht die Anordnung: r-s  
g-gr vertauscht die Anordnung: gr-g,  
r-g vertauscht die Anordnung: g-r,  
r-gr,  
s-g, vertauscht die Anordnung: g-s 
r-g;  g-gr  
gr-s vertauscht die Anordnung s-gr,  
 
I.: Kann man zeigen, dass das alle sind? 
C.: Also: Ich hab erst mal mit rot-schwarz, ausei-
nander und dann wieder zusammenzustecken und 
dann das gemacht und mit den Kärtchen, gelb rot, 
gelb grün, rot grün, grün schwarz und dann immer 
so weiter. 
 






















Lea erstellt s-s, r-r, gr-gr und g-g und ordnet diese 
jeweils untereinander an. Anschließend erstellt sie 
s-r, s-gr und s-g und ordnet diese rechts neben s-s 
an. Danach notiert sie r-gr und r-g und ordnet diese 
neben r-r an. Abschließend erstellt sie gr-g und 
ordnet es rechts neben gr-gr an.  
  
Lea, CGSB, K. m. Wh, Eismann 
  


























Jasmina erstellt zunächst durch ein teilweise 
systematisches Vorgehen zweistellige Zahlen aus 
Zifferkarten. Ihren ersten Aufzeichnungen ist unter 
anderem zu entnehmen, dass sie aus allen 
Ziffernkartn zwei Paare bildet (41, 32) und 
anschließend die Anordnung vertauscht (23, 14). Im 
weiterenVerlauf findet sie die Lösungen teilweise 
durch Versuch und Irrtum. Im Verlauf des 
Lösungsprozesses entwickelt sie ein strategisches 
Vorgehen, dieses wendet sie anschließend an, um 




KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
Tab. 5.1 Verschiedene Strukturierungsgrade beim Erstellen der Lösungen 
 
Der Tabelle sind die verschiedenen Grade der Strukturierung des Lösungspro-
zesses zu entnehmen. Hinsichtlich der Lernenden, die ein durchgängig struktu-
riertes Vorgehen zeigen, ist zu berücksichtigen, dass von einem durchgängig 
strukturierten Vorgehen der Lernenden nicht direkt darauf geschlossen werden 
kann, dass diese die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt haben. Die bei-
den nachfolgenden Beispiele zeigen exemplarisch auf, weshalb diese Schluss-
folgerung nicht möglich ist:  
  
  
Rolle von Strukturierungen bei indirekten und direkten Anzahlbestimmungen159 










T.: Und ja, ich hab alle….weil ich die 
gelegt habe und ich hab’s so gemacht, 
dass zum Beispiel hier war ne 34 und 
hier ne 12 [T. legt die Karten hin], 
dann hab ich die sofort gewechselt [T. 
legt die 4 vor die 3] sind 43 und dann 
[T. legt die 2 vor die 1], ne 21. Dann 
hab ich sie ausgetauscht [T. tauscht 4 
und 1] und da war ne 13 und da ne 24 
und dann hab ich die wieder umgedreht 
[T. legt die 4 vor die 2] und da stand ne 
42 und da ne 13. 
 




















P.: Dann hab ich alle Truppen gemacht. 
Alle mit 3, mit 4, mit 2 und mit 1. 
 
(Pascal, CGSB, K. m. Wh., Dominosteine) 
 
 
Beide Lernende verwenden eine Strukturierung, die ihr Vorgehen vollständig 
beschreibt. Tim bildet aus den vier gegebenen Ziffernkarten jeweils zwei Paare 
und vertauscht die Anordnung der Elemente in den Figuren. Pascal bildet Figu-
ren, in denen zwei gleiche Elemente enthalten sind, anschließend diejenigen, in 
denen die Elemente in einer Figur sich unterscheiden. In Tims Vorgehen ist 
festzustellen, dass dieser trotz dieser übergeordneten Strategie nicht alle Figuren 
erstellt, da er das Bilden von zwei Paaren nicht ausschöpfend anwendet. Pascal 
stellt mit seinem Vorgehen sicher, zwei Klassen von Lösungen gefunden zu 
haben, jedoch ist nicht sichergestellt, dass er auch alle Figuren, die aus der Zu-
sammenstellung zwei verschiedener Elemente bestehen. 
Ebenso wie Tim und Pascal verwenden auch einige andere Lernende eine Struk-
turierung, die ihr Vorgehen durchgängig beschreibt und dennoch nicht sicher-
stellt, dass sie die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellen. Entsprechend ist 
zu unterscheiden zwischen einer vollständigen Strukturierung und einer voll-
ständigen Strukturierung, die die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt. 
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Rolle von Strukturierungen in Abhängigkeit von verschiedenen Darstellungen 
Grundsätzlich verwendeten Lernende im Rahmen der Untersuchung bei der 
Erstellung aller Objekte verschiedene Darstellungen. Sie erzeugten die Lösun-
gen durch Materialhandlungen, notierten die Lösungen ikonisch oder symbo-
lisch oder sie erstellten die Lösungen durch Materialhandlungen und notierten 
diese zusätzlich. Unabhängig davon, wie die Lernenden die Objekte erstellten, 
lassen sich zunächst unstrukturierte, teilweise strukturierte und vollständig 
strukturierte Vorgehensweisen zu beobachten. Trotz der verschiedenen verwen-
deten Darstellungsebenen (enaktiv, ikonisch, symbolisch), stimmen Teile der 
vorgenommenen Strukturierungen doch zu einem großen Teil überein:  
 





Tab. 5.2 Unabhängigkeit der Verwendung von Strukturierungsstrategien von der 
Darstellungsebene 
 
Die Tabelle (Tab. 5.2) zeigt exemplarisch für die Strukturierungsstrategie Ele-
mentfixierung (vgl. 6.1.2), wie diese bei verschiedenen Aufgabenstellungen und 
bei verschiedenen Darstellungsebenen Verwendung fand. So ist in jeder Struktu-
rierung ersichtlich, dass Gruppen gebildet wurden, in denen jeweils ein ausge-
wähltes Element mit allen anderen verknüpft wird (Beispiel 2: der rote Baustei-
ne in der obersten Zeile, Beispiel 3: die Mannschaft blau in der linken Spalte). 
Insgesamt war keine Abhängigkeit einer vorgenommenen Strukturierung von 
der jeweiligen Darstellungsebene zu erkennen. 
5.1.1.2 Räumliche Strukturierung der Figurenmenge  
Bei einigen Lernenden stimmte die Strukturierung der Erstellung der Figuren-
menge mit der räumlichen Strukturierung der Figurenmenge überein. In vielen 
Fällen waren jedoch Diskrepanzen zwischen der Strukturierung der Erstellung 
der Figurenmenge und der räumlichen Strukturierung der Figurenmenge festzu-
stellen. So gingen einige Lernende, wie beispielsweise Lil bei der Lösungsfin-
dung vollständig strukturiert vor, legten die Objekte dann jedoch unstrukturiert 
auf den Tisch. 
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Leah, CGSB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
Abb. 5.1 Strukturgeleitete Notation und unstrukturierte Darstellung der Lösungen 
 
Eine Betrachtung der Notationsschritte in Leahs Vorgehen zeigt eine Struktur. 
Sie bildet jeweils aus den gegebenen vier Ziffernkärtchen zwei Paare und ver-
tauscht im Anschluss daran die Reihenfolge der Ziffern in den Zahlen. Dieses 
Vorgehen wiederholt sie mehrmals. Der zweite Ausschnitt zur Anordnung der 
zweistelligen Zahlen zeigt, dass sich dieses strukturierte Vorgehen den erstellten 
Objekten auf dem Tisch nicht mehr entnehmen lässt. 
Schwierigkeiten bei der räumlichen Strukturierung der Figurenmenge 
Wenn Lernende unstrukturiert vorgehen und auch keine Überprüfungen vor-
nehmen, so werden spätestens bei der Aufforderung, die Vollständigkeit der 
Lösungen zu begründen, Argumentationen notwendig, die in der Regel auf der 
Strukturierung der Lösungen beruhen. Für den Fall, dass die Lernenden die 
Vollständigkeit darüber begründeten, keine weiteren Lösungen zu finden, wur-
den sie gebeten, eine Strukturierung der Lösungen vorzunehmen, um die Voll-
ständigkeit zu zeigen. Diesbezüglich zeigten sich bei einigen Lernenden 
Schwierigkeiten, wenngleich sie alle Lösungen gefunden hatten. So fanden sie 
keine endgültige räumliche Strukturierung, mittels derer sie die Vollständigkeit 
der Lösungen zeigen konnten. Vielmehr strukturierten sie die Lösungen immer 
wieder um, wie das Beispiel von Pascal zeigt: 
 
Transkr. 5.2 Pascals Vorgehen (CGSB, K. o. Wh. Eismann) 
Zur Situation: Pascal hat alle 10 möglichen Eishörnchen in folgender Reihenfolge 
erstellt:  gr-g,gr-r, gr-s, g-s, g-r, r-s, anschließend gr-gr, g-g,r-r, s-s. Der Reihenfolge 
ist eine Strukturierung zu entnehmen. Er hat zunächst alle Eishörnchen erstellt, in 
denen genau eine grüne Eiskugel vorkommt, anschließend abhängig von den gefunde-
nen Lösungen alle, in denen eine gelbe und eine rote vorkommt. Abschließend hat er 
alle Eishörnchen erstellt, in denen zwei gleiche Eissorten vorkommen. Die Interviewe-
rin bittet ihn die Lösungen so zu legen, dass man die Vollständigkeit der Lösungen 
direkt nachvollziehen kann. Pascal ordnet darauf hin über einen Zeitraum von  mehr 
als fünf Minuten seine  
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Lösungen immer wieder neu an.  
Die drei Abbildungen (Abb. 1-3) zeigen exemplarisch Anordnungen.  
   
I.: Was ist gerade so schwierig? Kannst du mir das erklären? 
P.: Dass das rote (Abb. 3, zeigt auf die Lösungen mit roten Eiskugeln) und so (zeigt 
auf die Eishörnchen, in denen eine gelbe Kugel vorkommt) zusammengehört 
I.: Könnte man das denn so fertig machen, dass man bei einer Gruppe sieht, dass die 
zusammengehört? 
 
P.: Diese Gruppe heißt schwarz.
(Abb. 4) 
P.: Diese Gruppe heißt rot. 
(Abb.5) 
 
P.: Diese Gruppe heißt grün.  
(Abb.6) 
 
P.: und diese Gruppe heißt gelb. 
 (Abb.7) 
 
Analyse der Situation 
Eine genauere Betrachtung der Vorgehensweise und der Äußerungen von Pascal 
zeigt, dass die Schwierigkeit, die Lösungen zu strukturieren, darin besteht, dass 
die erstellten Figuren aus zwei Elementen bestehen. Die Anordnung seiner Lö-
sung in Gruppen (Abbildungen 5 bis 7) zeigen, dass für ihn jeweils diejenigen 
Elemente, die ein festes Element enthalten, zu einer Gruppe beispielsweise 
„schwarz" gehören. Dass jedoch beispielsweise das Objekt schwarz-rot auch 
gleichzeitig zu der Gruppe „rot“ gehört, erzeugt bei ihm Schwierigkeiten. Es ist 
anzunehmen, dass sein Fokus darauf liegt, durch seine Strukturierung aufzuzei-
gen, dass zu jedem Element alle möglichen Objekte erstellt wurden. Dies ist 
jedoch deshalb nicht möglich, weil die von ihm angedachte Strukturierung in 
„Alle mit schwarz“, „alle mit rot“, „alle mit grün“ und „alle mit gelb“ Klassen 
beschreibt, die nicht disjunkt sind. Insofern ist diese Strukturierung nicht mög-
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lich und es wäre notwendig eine andere Klassifizierung vorzunehmen, um eine 
räumliche Strukturierung zu ermöglichen.  
 
Die Umstrukturierung der Lösungen ist dabei kein kontextspezifisches Phäno-
men und auch nicht abhängig von den zugrundeliegenden Figuren, sondern war 
bei allen Aufgabenstellungen zu beobachten. Schwierigkeiten bei der Strukturie-
rung der Lösungen werden auch im Kontext des Lösens von Auflistungsproble-
men beschrieben. Hoffmann (2003, S. 245) zeigt auf, dass sowohl einige Pri-
mar- als auch Sekundarstufenschüler nicht in der Lage sind, die Lösungen so 
umzuordnen, dass eine vollständige Strukturierung ersichtlich ist. In einigen 
Fällen rücken sie die Objekte einfach zusammen, in anderen sind sie nicht in der 
Lage, eine übergeordnete Strukturierung zu erstellen. Ein Erklärungsansatz für 
die Schwierigkeiten der Lernenden ergibt sich aus der genaueren Betrachtung, 
in der deutlich wird, dass die Lernenden Klassen bilden wollen, die nicht dis-
junkt sind und so keine klare räumliche Strukturierung zulassen. 
5.1.1.3 Rolle von Strukturierungen über verschiedene Teile des 
Lösungsprozesses 
Insgesamt zeigt sich im Verlauf der Lösungsprozesse einzelner Lernender eine 
zunehmende Strukturierung. Hinsichtlich dieses Aspektes stimmen die Ergeb-
nisse entsprechend mit den Untersuchungsergebnissen zur Lösung von Auflis-
tungsproblemen überein (vgl. Abschnitt 2.2). Zentral ist dabei, dass Lernende 
oftmals Umstrukturierungen vornehmen, wenn sie die Vollständigkeit der ge-
fundenen Lösungen überprüfen oder mittels Strukturierung die Vollständigkeit 
begründen wollen. Dies gilt auch in vielen Fällen für Lernende, deren Lösungs-
prozess vollständig strukturiert war.  
Rolle verschiedener Strukturierungen  
Ein Vergleich der Strukturierungen in verschiedenen Teilen des Anzahlbestim-
mungsprozesses zeigt, dass es insgesamt eine überschaubare Anzahl an Struktu-
rierungsstrategien gibt. Strukturierungen, die zur Begründung der Vollständig-
keit der zur Überprüfung der Vollständigkeit von den Lernenden verwendet 
werden, lassen sich auch bereits beim Erstellen der Figurenmenge beobachten.  
  
  




Erstellungsphase «Disjunkte Paarbildung» oder «Zyklische Musterbildung» , 
oder «Elementfixierung» oder Kombinationen der genannten 
Strukturierungsstrategien mit weiteren figurspezifischen Strate-
gien 
Überprüfungsphase Mischform aus «Disjunkter Paarbildung» und «Elementfixie-
rung» oder «Elementfixierung»  oder Kombinationen der «Ele-
mentfixierung»  mit weiteren figurspezifischen Strategien  
Begründungsphase «Elementfixierung» oder Kombinationen der «Elementfixie-
rung» mit weiteren figurspezifischen Strategien 
Tab. 5.3 Verwendete Strukturierungen in verschiedenen Phasen des Lösungsprozes-
ses 
 
Der Tabelle ist zu entnehmen, dass sich insgesamt innerhalb des Lösungsprozes-
ses eine Verlagerung hin zu einer Strategie, der sogenannten «Elementfixie-
rung», in verschiedenen Kombinationen mit weiteren Strategien zeigt (vgl. 5.3). 
5.1.2 Strukturierungen bei direkten Anzahlbestimmungen 
Im Rahmen der Untersuchung bestimmten bereits einige Lernende, ebenso wie 
Anne (vgl. Abb. 5.2), die Anzahl an Lösungen direkt mittels einer Rechnung. 
Um eine solche Rechnung verwenden zu können, bedarf es einer gedanklich 
vorgenommenen Strukturierung, aus der die Rechnung abgeleitet wird. Insofern 
lassen sich alle direkten Anzahlbestimmungen als strukturiert einordnen. 
 
Transkr. 5.3 Annes direkte Anzahlbestimmung( KGSD, K. o. Wh., Fußballturnier) 
Zur Situation: Anne erhält den Auftrag herauszufinden, wie viele Spiele es auf einem 
Fußballturnier mit vier Mannschaften gibt, wenn jede Mannshaft genau einmal gegen 
jede andere spielen soll. 
 
A.: Ich vermute 12. Hm. Weil jeder spielt ja einmal gegen jeden und dann hab ich ein-
fach gerechnet: Wie viel (…) zum Beispiel jetzt hab ich einfach 3 plus noch mal 3 plus 





b-g; b-gr, b-r 
 
g-gr, g-r, g-b- 
 
gr-b, gr-g, gr-r 
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Insgesamt zeigt sich, dass bei der Lösung der Grundaufgaben ein eher geringer 
Anteil der Lernenden eine direkte Anzahlbestimmung vornimmt. So ermittelten 
drei Lernende die Anzahl aller Lösungen bei der ersten Grundaufgabe direkt, bei 
der zweiten Grundaufgabe waren es fünf Lernende. Bei der Erweiterung der 
Aufgabenstellungen wurde hingegen ein größerer Anteil an Lösungen direkt 
ermittelt. 
 
Als Ergebnis ist festzuhalten, dass die meisten direkt ermittelten Anzahlen bei 
den Grundaufgaben, ebenso, wie in Annes Fall, ein falsches Ergebnis lieferten. 
Insofern ist es von besonderer Bedeutung, die zugrundeliegenden Strukturierun-
gen bei direkten Anzahlbestimmungen genauer in den Blick zu nehmen, um die 
Denkwege und Schwierigkeiten der Lernenden besser zu verstehen.  
 
Die Analyse zeigt, dass Strukturierungen bei direkten Anzahlbestimmungen eine 
zentrale Rolle spielen. Alle Wege beruhen auf gedanklich vorgenommenen 
Strukturierungen, welche den Lernenden jedoch nicht zwangsläufig direkt be-
wusst sind. 
Um detaillierte Informationen über die zugrundeliegenden Strukturierungen zu 
erhalten, wurden die Lernenden gebeten, die Richtigkeit der ermittelten Anzahl 
zu begründen. In einigen Fällen wurden sie zusätzlich zu der Begründung auch 
explizit aufgefordert, alle möglichen Lösungen zu erstellen. Die zugrundliegen-
den Strukturierungen wurden entsprechend aus den Begründungen und der Dar-
stellung der Lösungen rekonstruiert.  
Festzuhalten ist, dass direkten Anzahlbestimmungen immer eine vollständige 
gedankliche Strukturierung unterliegt, diese in vielen Fällen jedoch nicht zu der 
richtigen Anzahl an Lösungen führt und es insofern einer genaueren Betrach-
tung der unterschiedlichen Strukturierungen bei richtigen und falschen direkten 
Anzahlbestimmungen bedarf. 
5.2 Rolle von Strukturierungen bei der Bearbeitung 
mehrerer Aufgabenstellungen 
Im Rahmen der Untersuchung erhielten die Lernenden insgesamt vier kombina-
torische Problemstellungen: Zwei zueinander isomorphe Grundaufgaben und 
jeweils zwei Erweiterungen der Aufgabenstellungen, in denen die Anzahl der zu 
kombinierenden Elemente jeweils um 1 erhöht wurde (vgl. 3.3).  
 
Bei der Bearbeitung der Erweiterungsaufgaben ließ sich im Vergleich zur Bear-
beitung der Grundaufgaben eine große Zunahme an durchgängig strukturierten 
Vorgehensweisen feststellen. Im Vergleich der Lösungen der zueinander iso-
morphen Problemstellungen war hingegen keine direkte Zunahme an struktu-
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rierten Vorgehensweisen bei der Bearbeitung der zweiten Aufgabenstellung zu 
erkennen. 
 
Die Zunahme an Strukturierung zeigt sich bei den zueinander analogen Aufga-
benstellungen insbesondere darin, dass ein weitaus geringerer Anteil an Lernen-
den die Anzahl aller Lösungen über das Erstellen der Figurenmenge bestimmt. 
Bei der Bearbeitung der zueinander analogen Aufgaben wählte etwa ein Viertel 
der Lernenden einen direkten Weg zur Anzahlbestimmung. Aus den Erläuterun-
gen der Lernenden ging dabei hervor, dass diese in der Regel die Rechnung bzw. 
die ermittelte Anzahl aus der bereits gelösten Grundaufgabe ableiteten.  
 
 Aufgabe 120 Aufgabe 2 
Grundaufgabe (n = 63) 3 5 
Erweiterung der Aufgabe (n = 
63) 
18 15 
Tab. 5.4 Anzahl direkter Anzahlbestimmungen von insgesamt 63 Lernenden in 
Abhängigkeit von der Aufgabe 
 
Insgesamt zeigte sich bei der Bearbeitung der Erweiterungsaufgaben auch bei 
Lernenden, die die Anzahl indirekt durch das Erstellen der Figurenmenge ermit-
telten, eine Zunahme an strukturierten Vorgehensweisen. Nur zwei der inter-
viewten Lernenden ermittelten die Anzahl vollständig neu ohne eine zugrund-
liegende Strukturierung (genauere Informationen zu den Strategien vgl. Kapitel 
7 und 8). 
Ebenso, wie bei der Bearbeitung der Grundaufgabe zeigte sich dabei zwischen 
den verschiedenen Darstellungsebenen kein Unterschied. Strukturierte Anzahl-
bestimmungen lassen sich bei den indirekten Wegen sowohl bei Materialhand-
lungen als auch bei ikonischen und symbolischen Auflistungen beobachten. 
Zentral ist die Zunahme an Strukturierungen und eine Konzentration auf einige 
wenige Strukturierungsstrategien. 
5.3 Zusammenfassung 
Ausgehend von dem Wissen über die Bedeutung von Strukturierungen zur kom-
binatorischen Anzahlbestimmung aus fachlicher Sicht, wurde in diesem Kapitel 
folgender Forschungsfrage nachgegangen: 
                                                          
 
 
20 Da die Reihenfolge der zuerst präsentierten Aufgabenstellung in den Interviews vari-
iert, lässt sich dieser Darstellung nicht entnehmen, ob es Unterschiede bezüglich der 
Farben und Zahlenaufgaben gab oder ob bei spezifischen Kontexten eine besonders 





Welche Rolle spielen Strukturierungen in den Anzahlbestimmungsprozessen 
von Drittklässlern? 
 
Hinsichtlich der Rolle von Strukturierungen konnte festgestellt werden, dass 
Lernende, unabhängig davon, ob sie die Anzahlen indirekt oder direkt ermitteln, 
im Verlauf des Lösungsprozesses Strukturierungen vornehmen.   
 
In Fällen, in denen Lernende indirekt die Anzahl aller Lösungen bestimmen, 
sind Strukturierungen sowohl im Prozess des Erstellens von Lösungen zu lokali-
sieren als auch in einer räumlichen Strukturierung der erstellten Figurenmenge. 
Strukturierungen werden bei indirekten Anzahlbestimmungen genutzt, um die 
Lösungen zu erstellen, um die Vollständigkeit der Lösungen zu überprüfen oder, 
um die Vollständigkeit zu begründen.  
Die Erstellung der Lösungen lässt sich bei vielen Lernenden zunächst als un-
strukturiert oder teilweise strukturiert bezeichnen. Sie entwickeln jedoch oftmals 
im Verlauf des Lösungsprozesses eine Strukturierung. Einige Lernende erstellen 
die gesuchte Figurenmenge auch bereits mit einem durchgängig strukturierten 
Vorgehen. Zentral ist dabei, dass der Strukturierungsgrad vollkommen unabhän-
gig davon ist, ob Lernende die Figurenmenge über Materialhandlungen erstellen 
oder sie ikonisch oder symbolisch auflisten. Zudem zeigt sich, dass Lernende, 
die strukturiert vorgehen, diese Strukturierung in vielen Fällen nicht zusätzlich 
in einer dazu analogen räumlichen Strukturierung darstellen. Eine räumliche 
Strukturierung vorzunehmen erweist sich für einige Lernende als besondere 
Schwierigkeit, da die von ihnen festgelegten Kriterien zur Figurenbildung keine 
disjunkten Mengen erzeugen würden und sie insofern die gefundenen Lösungen 
immer wieder zu neuen Klassen zusammenfügen. 
 
Die Erkenntnisse hinsichtlich der Rolle von Strukturierungen bei Anzahlbe-
stimmungsproblemen stimmen damit zu weiten Teilen mit den in der Literatur 
beschriebenen Erkenntnissen zur Lösung von Aufzählproblemen überein (vgl. 
2.2). Es sind jedoch zwei zentrale neue Erkenntnisse hervor zu heben: Erstens 
ist zwischen einer vollständigen Strukturierung und einer vollständigen Struktu-
rierung, die die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt, zu unterscheiden. 
Dieses ist insofern zentral, als in dem ersten Fall die Rolle der Strukturierung 
darin besteht den Lösungsprozess durchgängig zu strukturieren im zweiten Fall 
strukturiert die Strukturierungsstrategie den Lösungsprozess durchgängig und 
stellt sicher, dass die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt wird. Zweites 
kann daraus, dass Lernende ein konsequent strukturiertes Vorgehen verwenden, 
nicht gefolgert werden, dass diese Figurenmengen auch räumlich strukturieren 
können. Insofern kann die Strukturierung des Lösungsprozesses nicht unbedingt 
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mit deren Kompetenz, eine räumliche Strukturierung der Figurenmenge vorzu-
nehmen gleichgesetzt werden. Es zeigt sich, dass bei diesen Lernenden die 
Strukturierung im Lösungsprozess eine zentrale Rolle einnimmt, nicht jedoch 
bei der Darstellung der Figurenmenge. 
 6 Die Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
 „Und dann hab ich erst vier und drei gemacht und eins und zwei und dann 
habe ich das vertauscht. Und immer so weiter.“ 
 
Leah, CGSB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
 
Leah greift zur Anzahlbestimmung aller zweistelligen Zahlen aus vier Ziffern-
karten in ihrem Vorgehen auf die Eigenschaften der zu erstellenden Figuren-
menge zurück: Sie bildet zunächst zwei zweistellige Zahlen und vertauscht im 
Anschluss daran die Reihenfolge der Ziffern und erhält so zwei weitere Figuren. 
Die Eigenschaften der zu erstellenden Figurenmenge spielen aus fachlicher 
Sicht eine zentrale Rolle bei der Anzahlbestimmung: So ist es aus fachlicher 
Sicht möglich, diese bei der Lösungsfindung über das strukturierte Auflisten 
miteinzubeziehen. Bei der Verwendung von Zählstrategien sind sie notwendi-
gerweise zu berücksichtigen, ebenso, wie bei der Anwendung der kombinatori-
schen Operationen (vgl. 1.2). Vorliegende Untersuchungsergebnisse zu den 
Lösungsstrategien von Lernenden im Kontext kombinatorischer Auflistungs-
probleme geben zusätzlich Hinweise darauf, dass einige Aufzählstrategien in 
Abhängigkeit von den gegebenen Aufgabenstellungen verwendet werden. Inso-
fern ist zu vermuten, dass die Strategien ähnlich, wie in Leahs Vorgehen auch 
auf Eigenschaften der zu erstellenden Figurenmenge beruhen. Die in Kapitel 4 
beschriebenen Ergebnisse bestätigen diese Annahmen und zeigen auf, dass ins-
besondere die gesuchte kombinatorische Figur sich in den Strukturierungsstra-
tegien vieler Lernender widerspiegelt. Neben dem Einfluss der Eigenschaften 
der kombinatorischen Figur bzw. der der Figurenmenge wurde in Kapitel 4 
aufgezeigt, dass aus der Lernendenperspektive auch der Kontext ausschlagge-
bend für das strategische Vorgehen ist. Insofern erscheint es notwendig, die 
Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung des Einflusses dieser Aufga-
benvariablen zu beschreiben. Entsprechend zielt dieses Kapitel auf die Beant-
wortung der Frage:  
 
Forschungsfrage 3 
Wie lassen sich die Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung des 
Einflusses der Aufgabenvariablen „kombinatorische Figur“ und „Kontext“ 
beschreiben? 
 
Als Ergebnis der empirischen Analyse der Strukturierungsstrategien der Lernen-
den wurde herausgearbeitet, dass diese sich unabhängig davon, ob sie die ge-
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suchte Figurenmenge vollzählig erstellen oder nicht mittels verschiedener Stra-
tegiebausteine beschreiben lassen. Das auf dieser Basis entwickelte Konzept der 
Strategiebausteine wird in Abschnitt 6.1 zur besseren Nachvollziehbarkeit durch 
die vergleichende Gegenüberstellung der Strategien verschiedener Lernender 
hergeleitet. Daran anknüpfend erfolgt in Abschnitt 6.2 die konkrete Darstellung 
des Konzepts, bevor abschließend eine Zusammenfassung der Erkenntnisse in 
Hinblick auf die Forschungsfrage vorgenommen wird (6.3). 
6.1 Zur Entwicklung des Konzepts  
Zur Beschreibung der Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung der 
Eigenschaften der kombinatorischen Figuren und des Aufgabenkontextes wurde 
im Rahmen dieser Untersuchung das Konzept der Strategiebausteine entwickelt. 
Zentrale Idee ist die Zerlegung der Strukturierungsstrategien von Lernenden in 
einzelne Bausteine. Die Strukturierungsstrategie eines Lernenden setzt sich, wie 
in Abbildung 6.1 dargestellt aus einem oder aus mehreren dieser Bausteine zu-




Einer der Bausteine ist dabei Teil jeder Strukturierungsstrategie, bei den anderen 
ist es möglich, dass einer oder mehrere verwendet werden. Die Hintergründe zu 












Abb. 6.1 Konzept der Strategiebausteine 
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differenziert, indem die Strukturierungsstrategie der Schülerin Meike analysiert 
und in Beziehung zu anderen Strukturierungsstrategien gesetzt wird.  
6.1.1 Zusammensetzung von Strategien aus Bausteinen 
Meike erhielt den Auftrag, die Anzahl aller zweistelligen Zahlen aus vier Zif-
fernkarten zu ermitteln. Ein Vergleich ihrer Strukturierung mit den Strukturie-
rungen von Phil und Leah zur gleichen Problemstellung sowie Fines Strukturie-
rung zur Fußballaufgabe zeigt verschiedene Gemeinsamkeiten und Unterschiede 
auf.  
 
1. Meikes Strukturierung bei der Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“  
 
M.: Weil ich erst einmal alle mit Einsen gemacht habe. Dann 
mit Zweien [zeigt auf die zweite Spalte] und dann mit Drei-
en [zeigt auf die dritte Spalte] und dann mit Vieren. 
 
 
Meike, GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
2. Phils Strukturierung bei der Aufgabe „Türme bauen“ 
 
  
P.: Em, weil ich das so gemacht hab- 
mh - ich hab als aller erstes grün ge-
nomm [nimmt sich den grünen Steck-
würfel] und dann hab ich die Farben 
immer da drunter gemacht [baut den 
roten Steckwürfel unter den Grünen 
und legt die Steckwürfel wieder zu-
rück]. […].  
  
  
[nimmt den grünen Steckwürfel und baut darüber den Schwarzen] Und dann hab ich das 
so gemacht, dass die Farbe da drüber ist, über dem Grünen. […].Und so hab ich das dann 
auch mit schw-schwarz [legt die Steckwürfel wieder aus der Hand], hm, bl (...). 
Phil, CGSB, V. o. Wh., Türme bauen 
3. Fines Strukturierung bei der „Fußballaufgabe“  
 
F.: Also erst die rote gegen die gelbe, dann die rote 
gegen die schwarze, die rote gegen die grüne, und 
dann die gelbe gegen die schwarze, die gelbe gegen 
die grüne, die gelbe gegen die rote geht ja nicht, weil 
rot hat ja schon mal mit gelb gespielt. Und dann die 
schwarze gegen die grüne und die anderen haben ja schon gegen schwarz gespielt. Und 
die grüne hat ja schon mit den anderen gespielt. 
Fine, CGSB, K.o.Wh., Fußball 
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L.:Und dann hab ich erst 4 und 3 gemacht und 1 
und 2 und dann habe ich das vertauscht. Und 




Leah, CGSB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkar-
ten 
1a  1b  
2a  2b  
3a  3b  
Tab. 6.1 Vergleich der Gemeinsamkeiten und Unterschiede in den Strukturierungen 
verschiedener Lernender 
 
Der Vergleich der Vorgehensweisen von Meike, Phil und Fine zeigt, dass diese 
sukzessive Klassen von Lösungen bilden, in denen jeweils alle Objekte sind, die 
ein bestimmtes Element enthalten (Meike: „Weil ich erst einmal alle mit Einsen 
gemacht habe. Dann mit Zweien [zeigt auf die zweite Spalte] und dann mit 
Dreien [zeigt auf die dritte Spalte] und dann mit Vieren“). Phil erstellt alle Tür-
me, in denen ein grüner Baustein enthalten ist, anschließend alle, in denen ein 
roter, dann ein schwarzer und ein blauer Baustein enthalten ist: Fine erstellt 
sukzessive alle Spiele, in denen Mannschaft rot mitspielt, dann alle Spiele, in 
denen Mannschaft gelb mitspielt, usw.).  
Gemeinsam ist den drei Strukturierungen und den Beschreibungen der Lernen-
den, dass ein festes Element beibehalten wird, bis ausschöpfend alle Lösungen 
mit diesem Element gefunden wurden. Ein solches Vorgehen lässt sich auch bei 
den Kombinationen mit Wiederholung beobachten.  
Dennoch gibt es auch Unterschiede zwischen den Vorgehensweisen: Fines Vor-
gehen lässt sich vollständig damit beschreiben, dass sie ein Element auswählt 
und es festhält. In Meikes Vorgehen ist hingegen ein zweites Handlungsmuster 
zu beobachten, durch das sich ihr Vorgehen von Fines unterscheidet: Betrachtet 
man Meikes Lösung zu „allen Einsen“, so fällt insbesondere auf, dass sie eine 
Kombination erstellt und anschließend jeweils die Anordnung der Elemente der 
Kombination vertauscht und so eine weitere Möglichkeit erhält. Insofern bedarf 
es hier einer weiteren Ausschärfung und Beschreibung des Vorgehens. Die Ver-
tauschung der Anordnung der Elemente ist als Handlungsmuster auch in Leahs 
Vorgehen festzustellen. Sie erstellt jeweils zwei Paare und zu den zwei Paaren 
jeweils die Vertauschung. Den Vorgehensweisen von Meike und Leah kann 
entsprechend die Vertauschung der Anordnung der Elemente von einem bzw. 
von zwei Paaren als gemeinsame Strategie unterstellt werden. Ihr Vorgehen 
unterscheidet sich jedoch hinsichtlich der restlichen vorgenommenen Strukturie-
rung. Leah bildet disjunkte Paare, im Gegensatz zu Meike, die ein Element 
festhält, bis sie dazu alle Lösungen gefunden hat. Der Vergleich zeigt auch, dass 
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Phil, anders als die drei anderen Lernenden durch sein Vorgehen Türme doppelt 
erzeugt, so gibt es beispielsweise den Turm grün oben-blau unten zweimal. 
 
Aus den Vergleichen lassen sich Schlussfolgerungen bezüglich der Strukturie-
rungsstrategien der Lernenden ziehen: 
 Meikes Strukturierung der Lösungen lässt sich durch eine Kombination 
aus zwei Strategien beschreiben: Sie bildet alle möglichen Figuren  zu 
einem ausgewählten Element. Innerhalb dieser Strategie verwendet sie 
zusätzlich die Vertauschung der Reihenfolge der Elemente, um aus-
schöpfend alle Möglichkeiten zu erhalten. 
 Phils Lösung lässt sich ebenfalls durch die Kombination der beiden 
von Meike verwendeten Strategien beschreiben Er bildet alle möglichen 
Figuren zu einem ausgewählten Element. Innerhalb dieser Strategie 
verwendet er zusätzlich die Vertauschung der Reihenfolge der Elemen-
te, um ausschöpfend alle Möglichkeiten zu erhalten. 
 Fine bildet alle möglichen Figuren zu einem ausgewählten Element, 
anschließend bildet sie alle möglichen Figuren mit einem neuen aus-
gewählten Element usw., bis sie alle Figuren erstellt hat. Diese Strate-
gie beschreibt die gesamte Strukturierung ihres Vorgehens.  
 Leahs Strukturierung lässt sich ebenfalls durch eine Kombination aus 
zwei Strategien beschreiben: Sie bildet aus den vier gegebenen Ele-
menten immer zwei Paare. Zusätzlich vertauscht sie die Reihenfolge 
der Elemente, um ausschöpfend alle Möglichkeiten zu erhalten. 
 Phils Vorgehen unterscheidet sich von dem der anderen dadurch, dass 
er Elemente doppelt erzeugt, insofern bedarf es einer zusätzlichen Un-
terscheidung zwischen den Strategien.   
Aus diesen Vergleichen lässt sich zunächst global ableiten, dass die Strukturie-
rungsstrategien der Lernenden Gemeinsamkeiten und Unterschiede aufweisen. 
Diese lassen sich beschreiben, indem die Strukturierungsstrategien als Konglo-
merat aus einem oder aus mehreren Strategien verstanden werden. Zusätzlich 
bedarf es einer Unterscheidung, ob Figuren einmal oder mehrfach erstellt wer-
den.   
 
Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
Strukturierungsstrategien von Lernenden können als Konglomerat aus einem 
oder aus mehreren Bausteinen verstanden werden. Die beobachtbaren oder 
beschriebenen Strategien der Lernenden, die basierend auf dem Figurenbil-
dungskonzept alleine oder in Kombination mit anderen Strategien die Struktu-
rierungsstrategie eines Lernenden vollständig beschreiben, werden im Folgen-
den als „Strategiebausteine“ bezeichnet.  
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1. Figurenbildungskonzept 
2. Allgemeine Strategie 
3. Figurspezifische Strategie  
4. Kontextspezifische Strategie 
6.1.2 Klassifizierung der Strategiebausteine  
Die Strukturierungsstrategien der Lernen-
den lassen sich aus einem oder aus mehre-
ren Strategiebausteinen zusammensetzen. 
Eine Analyse dieser Bausteine zeigte dabei, 
dass die Verwendung der Strategien von 
verschiedenen Größen abhängt und diese 
sich verschiedenen Klassen zuordnen las-
sen. Diese werden im Folgenden durch 
einen detaillierten Vergleich der Strukturierungsstrategien der Lernenden herge-
leitet. 
6.1.2.1 Figurenbildungskonzept 
Im vorangegangenen Abschnitt wurde bereits aufgezeigt, dass Phil ein durch-
gängig strukturiertes Vorgehen verwendet, welches auf den ersten Blick dem 
von Meike und zu Teilen dem von Fine entspricht. Eine genauere Betrachtung 
seiner Lösung zeigt jedoch, dass er mit seinem Vorgehen alle Figuren doppelt 
erstellt hat. 
 
Meikes Strukturierung bei der 
Aufgabe „Zahlen aus 
Ziffernkarten“ 




   
Abb. 6.3 Strukturierungsstrategien von Lernenden mit verschiedenen Figurenbil-
dungskonzepten 
 
Phils Strukturierung der Figurenmenge zur Aufgabe „Türme bauen“ zeigt, dass 
sich seine Strukturierung scheinbar ebenfalls vollständig mit den beiden von 
Meike verwendeten Strategien beschreiben lässt: Er hat insgesamt vier Klassen 
mit Türmen gebildet. Eine Klasse mit allen Türmen, in denen ein roter Baustein 
vorkommt, sowie jeweils eine Klasse mit allen Türmen, in denen ein blauer, 
bzw. schwarzer bzw. grüner Baustein vorkommt. Eine Fokussierung auf die 
Abb. 6.2 Strategiebausteine 
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gebildeten Klassen zeigt dabei, dass er jeweils untereinander diejenigen Türme 
angeordnet hat, die sich nur in der Reihenfolge der Anordnung der farbigen 
Bausteine unterscheiden. Eine genauere Betrachtung zeigt jedoch, dass Meike 
insgesamt die vollständige Figurenmenge, also 12 Zahlen aus Ziffernkarten 
bestimmt. Phil hingegen ermittelt mit seinem Vorgehen anstelle von 12 Türmen 
insgesamt 24 Türme. Meike erstellt die Lösungen zu einem Objekt in Abhän-
gigkeit von den bereits gefundenen Lösungen. So enthält die Klasse mit Ziffern-
karten, in denen die Ziffer 2 vorkommt nur noch vier Objekte. In Phils gebilde-
ten Klassen sind hingegen jeweils 6 Türme enthalten. Meike hat die Objekte, in 
den Klassen in Abhängigkeit von den bereits erstellten Figuren gebildet; Phil 
hingegen erstellte und notierte diese unabhängig von den bereits gefundenen 
Objekten. Der Unterschied in den Vorgehensweisen der beiden Lernenden be-
steht in den zugrundeliegenden Figurenbildungskonzepten. Die Strukturierun-
gen lassen sich demnach bezüglich des zugrundeliegenden Figurenbildungskon-




Unter dem Figurenbildungskonzept sind die Konzepte von Lernenden zur Er-
stellung von Figuren zu verstehen. Unterschieden wird zwischen einem abhän-
gigen und einem unabhängigen Figurenbildungskonzept. 
Im Sinne des abhängigen Figurenbildungkonzeptes bilden Lernende neue Figu-
ren in Abhängigkeit von den bereits erstellten. Sie berücksichtigen in ihrem 
strategischen Vorgehen, welche Figuren bereits in der erstellten Figurenmenge 
vorhanden sind und bilden in Abhängigkeit von diesen neue Figuren. 
Im Sinne des unabhängigen Figurenbildungkonzeptes bilden Lernende neue 
Figuren unabhängig von den bereits erstellten. Diese werden in ihrem strategi-
schen Vorgehen nicht berücksichtigt.  
 
Diese Unterschiede lassen sich auch in den Strukturierungen anderer Lernender,  
bei der Bearbeitung anderer Problemstellungen sowie bei anderen Strukturie-
rungen beobachten. Die nachfolgende Tabelle belegt dies exemplarisch für die 
verschiedenen kombinatorischen Figuren. 
 
                                                          
 
 
21 Unter Klassenbildungsstrategien werden im Rahmen dieser Arbeit diejenigen 
Strategien zusammengefasst, die bestimmen, wann die Vollständigkeit der Ob-
jekte mit einem festen Element gegeben ist. 
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Malin, KGSD, K. o. Wh., Fuß-
ballturnier 









Leah erstellt der Reihe 
nach folgende Lösun-
gen: 
s-s, r-r, gr-gr, g-g 
 
s r, s gr, s g 
r gr, r g 
gr g 
 













Meike,GSSTB, V. o. Wh, Zahlen 
aus Ziffernkarten  Phil, CGSB, V. o. Wh., Türme bauen 
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Grundsätzlich bildet das Figurenbildungskonzept einen Baustein, der bei der 
Beschreibung jeder Strukturierungsstrategie zu berücksichtigen ist. Den gebilde-
ten Figuren der Lernenden ist zu entnehmen, wann diese abhängig oder unab-
hängig voneinander erstellt wurden. Ein unabhängiges Figurenbildungskonzept 
kann insofern eine Fehlerursache sein. So gehen eine Reihe von Lernenden, wie 
beispielsweise Phil vollständig strukturiert vor und ermitteln aufgrund eines 
unabhängiges Figurenbildungskonzeptes systematisch zu viele Lösungen.  
6.1.2.2 Allgemeine Strategiebausteine  
Neben dem Figurenbildungskonzept gibt es weitere Bausteine, bei diesen han-
delt es sich um Strategien, die abhängig von ihrem Vorkommen klassifiziert 
werden können. Diese Erkenntnis wird im Folgenden an Lauras Strukturierung 






Meikes Strukturierung bei 





Fines Strukturierung bei 















Meike,GSSTB, V. o. Wh, 
Zahlen aus Ziffernkarten 
F.: 
„Also erst die rote gegen 
die gelbe, dann die rote 
gegen die schwarze, die 
rote gegen die grüne,  
 
und dann die gelbe gegen 
die schwarze, die gelbe 
gegen die grüne, die gelbe 
gegen die rote geht ja nicht, 
weil rot hat ja schon mal 
mit gelb gespielt. Und dann 
die schwarze gegen die 
grüne und die anderen 
haben ja schon gegen 
schwarz gespielt. und die 
grüne hat ja schon mit den 
anderen gespielt.“ 
















Laura, CGSB, K. m. Wh., 
Eismann 
 
Ein Vergleich der durch die drei Lernenden zu lösenden Problemstellungen 
zeigt, dass sich diese hinsichtlich der Kontexte, der kombinatorischen Figur und 
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der zu kombinierenden Objekte unterscheiden. Hinsichtlich der Vorgehenswei-
sen von Meike und Fine ist aus den vorherigen Ausführungen bekannt, dass 
Meike eine Kombination aus zwei Strategien verwendet: Sie bildet sukzessive 
alle Figuren zu einem bestimmten Element  und vertauscht die Anordnung.  
Fines Vorgehen lässt sich vollständig durch das Bilden aller Figuren zu einem 
festen Element aus der Ausgangsmenge beschreiben. Eine genauere Betrachtung 
der durch Laura vorgenommenen Strukturierung zeigt, dass diese ebenfalls 
sukzessive zu einem Element alle möglichen Figuren bildet und ebenso mit den 
anderen Elementen verfährt: Laura ermittelt zunächst alle möglichen Kombina-
tionen aus zwei Eiskugeln, in denen eine Sorte Schokolade ist, anschließend alle 
Kombinationen, in denen Erdbeere, dann Waldmeister und schlussendlich Zitro-
ne enthalten ist. 
Es zeigt sich, dass die drei Lernenden, trotz unterschiedlicher gegebener Aufga-
benstellungen und trotz unterschiedlicher zu erstellender Figuren, zur Struktu-
rierung eine gemeinsame Strategie verwenden. Daraus ist zu folgern, dass diese 
unabhängig vom Kontext, der Figur und der Art der zu kombinierenden Objek-
ten eingesetzt wird.  
Neben der beschriebenen Strategie («Elementfixierung»), gibt es noch weitere 
Strukturierungen, die über alle kombinatorischen Problemstellungen hinweg zu 
beobachten sind. Diese Strukturierungen, die unabhängig von dem zugrundelie-
genden Kontext und den Eigenschaften der kombinatorischen Figur zu beobach-
ten waren, werden als „allgemeine Strukturierungsstrategien“ bezeichnet. 
 
Allgemeine Strukturierungsstrategien 
Allgemeine kombinatorische Strukturierungsstrategien zeichnen sich dadurch 
aus, dass sie unabhängig von den Eigenschaften gesuchter kombinatorischer 
Figuren oder des Kontextes verwendet werden. 
6.1.2.3 Figurspezifische Strategiebausteine 
Wie bereits beschrieben, verwendet Meike eine weitere Strategie: Sie vertauscht 
die Reihenfolge der Lösungen. Es stellt sich die Frage, ob dieses Vorgehen nur 
von ihr angewendet wird oder ob es auch bei anderen Lernenden und über ver-
schiedene Problemstellungen zu beobachten ist. Die Analyse der Vorgehenswei-
sen weiterer Lernender zeigt, dass die Vertauschung der Reihenfolge von Ele-
menten bei vielen Lernenden eine Rolle spielt, jedoch nur bei Problemstellun-
gen, in denen Variationen ohne Wiederholung gesucht werden. 
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Maikes Strukturierung bei 






Meike, GSSTB, V. o. 
Wh, Zahlen aus Ziffern-
karten  
Leah, GSSTB, V. o. Wh., 

















Maikes, GSSTB, V. o. Wh., 
Türme bauen 
 
Tab. 6.3 Vertauschung der Reihenfolge der Elemente als Teil der gesamten Struktu-
rierungsstrategie 
 
Die drei Strukturierungen der Lernenden zeigen, dass jeweils die Vertauschung 
der Reihenfolge der Elemente in den Objekten eine zentrale Rolle spielt, auch 
wenn die daraus abgeleiteten Strukturierungen nicht vollständig gleich sind 
(Meike vertauscht nach jedem Objekt die Reihenfolge, Leah und Maike hinge-
gen erst später). Zugleich ist festzustellen, dass die Vertauschung nicht nur bei 
der Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“, sondern auch im Kontext farbiger 
Türme eine Rolle spielt, also scheinbar kontextunabhängig ist.  
Diese Vertauschung ist charakteristisch für die Figuren „Variationen“ und „Per-
mutationen“, bei Kombinationen hingegen nicht zulässig. Insofern hängen die 
Strategien zur Vertauschung der Reihenfolge direkt mit den Eigenschaften der 
zu bestimmenden Figuren zusammen und werden als figurspezifische Strategien 
bezeichnet, sie treten im Gegensatz zu den allgemeinen Strategien nur bei einer 
spezifischen kombinatorischen Figur, jedoch unabhängig vom Kontext auf. 
  
  




Unter figurspezifischen Strategien werden im Rahmen dieser Arbeit diejenigen 
Strategien zusammengefasst, die sich auf eine spezielle Eigenschaft der zu 
erstellenden kombinatorischen Figuren beziehen und entsprechend nur bei der 
Lösung von Problemstellungen auftreten, in denen Figuren mit den jeweiligen 
Eigenschaften gesucht sind.  
6.1.2.4 Kontextspezifische Strategien 
Neben den bereits vorgenommenen Vergleichen gibt es eine weitere Klasse von 
Strategiebausteinen. Um diese zu veranschaulichen, werden Meikes und Olivias 
Begründungen zur Vollständigkeit ihrer Lösung im Kontext von Zahlen aus 
Ziffernkarten miteinander verglichen.  
 
Zahlen aus Ziffernkarten 
 
Meikes Begründung der Vollständigkeit 
Zahlen aus Ziffernkarten 
 
Olivias Begründung der Vollständigkeit 
M.: Weil ich erst einmal alle mit Einsen 
gemacht habe. Dann alle mit Zweien 
[zeigt auf die zweite Spalte] und dann mit 








Meike, GSSTB, V. o. Wh.., Zahlen aus 
Ziffernkarten 
O.: Weil ich ha ja Zwölf, Dreizehn und 
Vierzehn und dann gibt es keine mehr mit 
Zehn. Und dann habe ich Einundzwanzig, 
Zweiundzwanzig geht ja nicht, weil ich 
keine zwei mehr habe. Dreiundzwanzig 
und Vierundzwanzig und Fünfundzwanzig 
würde ja nicht gehen, weil ich keine Fünf 
habe. Und dann noch die anderen, die ich 
gefunden habe und mehr kann man dann 
bis 100 mit den Zahlen nicht machen. 
 
Olivia, KGSW, V. o. Wh.., Zahlen aus 
Ziffernkarten 
 
Meike und Olivia nehmen grundsätzlich die gleiche Strukturierung vor, diese 
beruht jedoch auf zwei unterschiedlichen Überlegungen. Meike begründet ihre 
Strukturierung über das Bilden von Klassen zu den einzelnen Elementen. Olivia 
hingegen begründet die Vollständigkeit ihrer Lösungen über den Kontext zwei-
stelliger Zahlen.  
Wie bereits in Kapitel 4 aufgezeigt verwendeten zwei Lernende Begründungen 
und Strukturierungen, die sich konkret auf den Kontext beziehen. Diese bilden 
folglich den vierten und letzten Baustein, der im Rahmen der Untersuchung 
identifiziert wurde und notwendig ist, um die Strukturierungsstrategien der 
Lernenden vollständig zu beschreiben. 
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Kontextspezifische Strategien 
Unter kontextspezifischen Strategien werden im Rahmen dieser Arbeit diejeni-
gen Strategien zusammengefasst, die sich konkret auf den Kontext der Prob-
lemstellung beziehen und nur im Kontext der jeweiligen Problemstellung ver-
wendet werden. 
 
Grundsätzlich ist es von zentraler Bedeutung zu berücksichtigen, dass Lernende 
kontextspezifische Strategien verwenden. Die beiden Beispiele zeigen, dass 
beim Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme auch mit kontext-
spezifischen Strukturierungsstrategien zu rechnen ist. Da jedoch im Rahmen der 
Untersuchung nur bei den beiden in Kapitel 4 dargestellten Problemstellungen 
kontextspezifische Strategien rekonstruiert wurden und auch keine weiteren 
Lernenden in den jeweiligen Kontexten ähnliche Strategien verfolgten, wird im 
Rahmen der Darstellung der Ergebnisse keine weitere Betrachtung der kontext-
spezifischen Strategien vorgenommen.  
Für das Konzept der Strategiebausteine ist aus der Existenz der beiden beschrie-
benen Strategien zu folgern, dass es Strukturierungsstrategien gibt, die von 
Lernenden in Abhängigkeit von dem gegebenen Kontext vorgenommen werden. 
6.2 Das Konzept der Strategiebausteine 
Die Gegenüberstellung der Strukturierungsstrategie Meikes zu den Strukturie-
rungsstrategien anderer Lernender zeigt exemplarisch auf, wie im Rahmen der 
Untersuchung durch den kontrastierenden Vergleich der Vorgehensweisen der 
Lernenden das Konzept der Strategiebausteine abgeleitet wurde. Den vorange-
gangenen Abschnitten sind dabei zentrale Folgerungen zu entnehmen, die in das 
Konzept aufgenommen wurden. Ausgehend von der Herleitung der zentralen 
Gedanken des Konzepts der Strategiebausteine lässt sich dieses wie in der Ab-
bildung dargestellt konkretisieren:  
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Abb. 6.4 Konzept der Strategiebausteine 
 
Der Darstellung ist zu entnehmen, dass die Strukturierungsstrategie eines Ler-
nenden sich aus verschiedenen Bausteinen zusammensetzt. Das Figurenbil-
dungskonzept ist dabei Teil jeder Strukturierungsstrategie. Zu unterscheiden ist 
zwischen Lernenden mit einem abhängigen Figurenbildungskonzept und denen 
mit einem unabhängigen Figurenbildungskonzept. Dieses Konzept ist aus-
schlaggebend dafür, dass Figuren doppelt gebildet werden. Neben dem Figuren-
bildungskonzept gibt es drei weitere Bausteine: Die allgemeine Strategie, die 
figurspezifische Strategie und die kontextspezifische Strategie. Diese Bausteine 
sind als fakultativ anzusehen, da die Strukturierungsstrategie eines Lernenden 
nicht zwangsläufig auf allen drei Bausteinen beruht. So wurde in den vorange-
gangenen Abschnitten aufgezeigt, dass einige Lernende eine allgemeine Strate-
gie anwenden, andere eine figurspezifische oder eine Kombination dieser Stra-
tegien. Zudem verwenden Lernende auch kontextspezifische Strategien. Diese 
wurden jedoch nicht in Kombination mit anderen Strategien beobachtet. 
 
Das Konzept der Strategiebausteine ist keineswegs vollständig neu, sondern 
nimmt zentrale Gedanken des Modells der Mikro- und Makrostrategien von 
Hoffmann (2003) auf. Diese geht ebenfalls aufbauend auf den Vorarbeiten 
Steins (1995) davon aus, das sich die Lösungsstrategien von Lernenden beim 
Lösen von Auflistungsproblemen aus verschiedenen Bausteinen zusammenset-
zen lassen. Wie in Abschnitt 2.3 ausführlich dargestellt nimmt Hoffmann (2003) 
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eine Unterscheidung in Mikro- und Makrostrategien vor und verbindet damit die 
Ebene der Beschreibung des gesamten Lösungsprozesses mit der Beschreibung 
von Teilen des Lösungsprozesses. Allerdings berücksichtigt Hoffmann in ihrer 
Darstellung der Mikro- und Makrostrategien nicht, inwiefern das Auftreten 
dieser Strategien in Beziehung zu den Eigenschaften der gesuchten kombinato-
rischen Figuren oder dem Aufgabenkontext steht, sondern geht anstelle dessen 
davon aus, dass die Strategien der Lernenden auf Gestaltaspekte zurückzuführen 
sind. Insofern unterscheidet sich das vorliegende Konzept zur Beschreibung von 
Strukturierungsstrategien in zwei Punkten zentral von Hoffmanns Ansatz: Es 
berücksichtigt das zugrundeliegende Figurenbildungskonzept und klassifiziert 
die Strategien anders als Hoffmann. Hoffmanns betrachtet das Lösen der Auflis-
tungsprobleme im Sinne eines Problemlöseprozesses und beschreibt die Strate-
gien entsprechend aus einer gestalttheoretischen Sichtweise. Im Rahmen dieser 
Arbeit wird hingegen angenommen, dass die Strukturierungen in den Lösungs-
prozessen der Lernenden insbesondere auch auf die Eigenschaften der Figuren 
und den gegebenen Aufgabenkontext zurückzuführen sind. Die Beschreibung 
grenzt sich zudem von den Ansätzen Piagets und Inhelders (1975) dadurch ab, 
als sie differenzierter und zunächst darauf ausgerichtet ist, die Strukturierungs-
strategien der Lernenden möglichst vollständig darzustellen. Damit grenzt sie 
sich zugleich auch von den Beschreibungen Martinos (1992) ab, die zunächst 
einzelne Handlungsmuster in den Vorgehensweisen beschreibt. Anders als Eng-
lish (1991, 1993a, 1996) zielt diese zudem nicht auf eine Fähigkeitsstufung ab. 
6.2.1 Potential des Konzepts der Strategiebausteine 
Die Entwicklung eines Modells zur Beschreibung von Vorgehensweisen, konk-
ret in dieser Arbeit den Strukturierungsstrategien von Lernenden, impliziert 
indirekt auch die Frage nach dem Mehrwert im Vergleich zu den bereits bekann-
ten Konzepten und Beschreibungen. Im Folgenden werden die zentralen Leis-
tungen des Konzepts überblicksartig dargestellt, welche sich durch die Analyse 
der Strukturierungen der Lernenden mittels des Ansatzes zeigten. Es sei an die-
ser Stelle darauf verwiesen, dass es genauerer Kenntnisse über die verschiede-
nen Strategien bedarf, um das Potential nachvollziehen zu können. Daher wird 
im Folgenden auf verschiedene Kapitel verwiesen, die Belege für die Leistun-
gen des Konzeptes erbringen. 
 
Mittels des Ansatzes der Strategiebausteine ist es möglich:  
 Gemeinsamkeiten in den Vorgehensweisen von Lernenden zu identifi-
zieren (vgl. 7, insbesondere auch 7.3.),  
 Beziehungen zwischen den Strukturierungen von Lernenden bei ver-
schiedenen kombinatorischen Figuren herzustellen (vgl.7.1), 
 die den operationalen Strategien zugrundeliegenden Strukturierungen zu 
identifizieren (vgl. 7.1), 
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 Brüche in den Vorgehensweisen von Lernenden genauer zu beschreiben 
(vgl. u. a. 6.1.2.2.), 
 die Tragfähigkeit der einzelnen Strukturierungsstrategien hinsichtlich 
des Erstellens bzw. Strukturierens der gesamten Figurenmenge zu über-
prüfen (vgl. 7.2.4), 
 Beziehungen zu den fachlichen Konzepten und Strategien herzustellen 
(vgl. in den jeweiligen Abschnitten „Berührungspunkte mit den fachli-
chen Strategien und Konzepten“ insbesondere in 7.2.1 und 7.2.2), 
 und systematisch zu viel ermittelte Lösungen bei verschiedenen kombi-
natorischen Figuren zu erklären (vgl. 6.1.2 Figurenbildungskonzepte). 
6.3 Zusammenfassung 
Gegenstand dieses Kapitels war die Beantwortung folgender Forschungsfrage: 
 
Forschungsfrage 3 
Wie lassen sich die Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung des 
Einflusses der Aufgabenvariablen „kombinatorische Figur“ und „Kontext“ 
beschreiben? 
 
Ein wechselseitiger Vergleich der Strukturierungsstrategien von Lernenden 
zeigt, dass diese größtenteils keine Strukturierungen erstellen, die vollständig 
von der kombinatorischen Figur und dem Kontext abhängen. Es lassen sich 
vielmehr Teile der Strukturierung eines Lernenden auch in anderen Strukturie-
rungen rekonstruieren. Dabei zeigt sich, dass einige Teile der Strukturierungen 
unabhängig von den Aufgabenstellungen auftraten, andere nur bei einer be-
stimmten kombinatorischen Figur, wieder andere nur in einem festen Kontext.  
Auf dieser Grundlage wurde das Konzept der Strategiebausteine entwickelt, 
welches es erlaubt, die Strukturierungen der Lernenden unter Berücksichtigung 
des Einflusses der kombinatorischen Figur und des Kontextes zu beschreiben. 
Die Strukturierungen der Lernenden setzen sich demnach aus verschiedenen 
Bausteinen, Strategiebausteinen genannt, zusammen. Neben dem Figurenbil-
dungskonzept als ersten und obligatorischen Baustein handelt es sich bei den 
anderen Bausteinen um Strategien, die sich abhängig von ihrem Vorkommen in 
allgemeine, figurspezifische und kontextspezifische Strategien klassifizieren 
lassen. Die Strukturierung eines einzelnen Lernenden kann auf dieser Grundlage 
als ein Konglomerat aus verschiedenen Bausteinen verstanden werden. Sie setzt 
sich in der Regel aus dem Figurenbildungskonzept sowie einer allgemeinen oder 
einer figurspezifischen Strategie zusammen oder in vielen Fällen aus einer 
Kombination dieser Strategien. In einigen seltenen Fällen konnten die Struktu-
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rierungsstrategien über das Figurenbildungskonzept und eine kontextspezifische 
Strategie beschrieben werden. 
Dass das Konzept geeignet ist, um die Strukturierungen der Lernenden zu be-
schreiben und in Beziehung zu den fachlichen Strategien und Konzepten zu 





„Ja, weil ich erst mal auf die Steine geguckt habe und dann hab ich immer 
einen Stein genommen (...) und dann hab ich das sofort wieder andersherum 
gemacht [T. steckt dabei rot auf gelb und gelb auf rot]. Und dann nimmt ich 
noch wieder einen Stein [T. steckt blau auf gelb] und dann habe ich das wieder 
andersrum gemacht [T. steckt gelb auf blau].“  
Tim, Variationen ohne Wiederholung, Türme 
 
Ziel der Kombinatorik ist es, ökonomische Zählstrategien zu entwickeln (vgl. 
Aigner 2007; Kütting 1994; Wittmann & Müller 1984, S. 219). Grundlage für 
die Entwicklung eines Verständnisses kombinatorischer Zählstrategien im Un-
terricht ist entsprechend die Thematisierung geeigneter Strukturierungen, aus 
denen die Zählstrategien generiert werden können (vgl. 1.2). 
Um an die Denk- und Vorgehensweisen von Lernenden anknüpfen zu können, 
bedarf es im Sinne eines zeitgemäßen, genetischen Mathematikunterrichts ent-
sprechend einer Kenntnis darüber, welche Strukturierungsstrategien Lernende, 
wie beispielsweise Tim, zum Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen ver-
wenden. Diesbezüglich liegen, wie in Abschnitt 2.4 herausgearbeitet bislang 
keine ausreichenden Informationen vor. Daher zielt dieses Kapitel auf die Be-
antwortung folgender Fragestellung:  
  
Forschungsfrage 4 
Welche Strukturierungsstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur 
Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen? 
 
Grundsätzlich wurde in Kapitel 6 aufgezeigt, dass sich die Strukturierungsstra-
tegien einzelner Lernender über alle Figuren hinweg aus einem oder aus der 
Kombination mehrerer Bausteine rekonstruieren lassen. Sie beruhen dabei alle 
auf dem zugrundeliegenden Figurenbildungskonzept (vgl. 6.1.2) sowie zusätz-
lich auf der Anwendung einer allgemeinen oder einer figurspezifischen Strategie 
oder einer Kombination dieser Strategien. In Ausnahmefällen wurden auch 
Kombinationen aus mehr als einer allgemeinen oder figurspezifischen Strategie 
verwendet. Neben der Anwendung dieser Strukturierungsstrategien verwendeten 
  
188 Strukturierungsstrategien  
im Rahmen dieser Untersuchung zudem zwei Lernende eine kontextspezifische 
Strategie zur Strukturierung des Lösungsprozesses bzw. zur Strukturierung der 
Figurenmenge (vgl. 4.2). 
 
Im Folgenden werden die Strukturierungsstrategien der Lernenden detailliert 
betrachtet. Dazu werden zunächst in Abschnitt 7.1 die allgemeinen Strategien, 
und anschließend in 7.2 die figurspezifischen Strategien dargestellt. Auf eine 
separate Betrachtung der Kombinationen von Strategien wird verzichtet, da zur 
Erläuterung der allgemeinen und figurspezifischen Strategien bereits Strukturie-
rungsstrategien herangezogen werden, die aus diesen Kombinationen bestehen. 
Da im Rahmen dieser Untersuchung lediglich zwei eindeutig auf den Kontext 
bezogene Strategien identifiziert und diese bereits in Kapitel 4 analysiert wur-
den, werden diese nicht erneut betrachtet. Aufbauend auf den allgemeinen und 
figurspezifischen Strategien wird in Abschnitt 7.3 in den Blick genommen, 
welche Strukturierungsstrategien bei den Problemstellungen zu den einzelnen 
Grundfiguren von den Lernenden hauptsächlich verwendet wurden. Abschlie-
ßend erfolgt in Abschnitt 7.4. die Zusammenfassung der Ergebnisse in Hinblick 
auf die Forschungsfrage. 
 
Da das Ziel im Sinne des Spiralprinzips darin besteht, ausgehend von Struktu-
rierungsstrategien geeignete Zählstrategien zu entwickeln, ist von besonderem 
Interesse, inwieweit die Strukturierungsstrategien von Lernenden geeignet sind, 
die Figurenmenge vollzählig zu erstellen bzw. zu strukturieren. Das Zusammen-
spiel zweier Aspekte ermöglicht eine solche Betrachtung: Lockwood zeigt in 
ihrem Modell zur Beschreibung von Anzahlbestimmungskonzepten auf, dass 
das strukturierte Erstellen der Figurenmenge als Endresultat eine Strukturierung 
der Figurenmenge erzeugt (vgl. 1.2.1 & 2.3). Diese Strukturierung lässt sich aus 
fachlicher Sicht zugleich als Klasseneinteilung der Figurenmenge deuten (vgl. 
1.2.1). Dieser Zusammenhang ermöglicht es zu überprüfen, inwiefern die Struk-
turierungsstrategien der Lernenden geeignet sind, die Vollständigkeit der Figu-
renmenge zu gewährleisten, indem betrachtet wird, ob durch die Strategien der 
Lernenden die benannten Kriterien zur Klasseneinteilung einer Menge erfüllt 
sind. Entsprechend werden innerhalb der Teilkapitel jeweils zunächst die Strate-
gien der Lernenden genauer betrachtet, daran anknüpfend werden Bezüge zur 
Strukturierung in Form von Klassen hergestellt. Neben einer Betrachtung der 
Tragfähigkeit der Strategien ist zudem von großem Interesse, ob die in der Stu-
die identifizierten Strategien auch bei Aufgabenstellungen in anderen Kontexten 
oder bei anderen Figuren verwendet werden. Daher wird jeweils abschließend 
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1. «Disjunkte Paarbildung» 
2. «Zyklische Musterbildung» 
3. «Elementfixierung»  
a. mit fester Position 
b. ohne feste Position 
7.1 Allgemeine Strategien 
Insgesamt lassen sich im Rahmen dieser 
Untersuchung drei allgemeine kombinato-
rische Strategien unterscheiden, welche 
über alle Aufgabenstellungen hinweg 
verwendet wurden: die «Disjunkte Paar-
bildung», die «Zyklische Musterbildung» 
und die «Elementfixierung». Zu letzterer 
waren dabei zwei Varianten zu beobach-
ten. Zusätzlich war neben der Verwen-
dung einer allgemeinen Strategie zu be-
obachten, dass einige Lernende eine Kombination der Strategie «Disjunkte 
Paarbildung» und der «Elementfixierung» zur Erstellung der Lösungen nutzten. 
Die verschiedenen allgemeinen Strategien werden im Folgenden genauer analy-
siert.  
 
7.1.1 Disjunkte Paarbildung  
  
Rieka, GSSTB, K. o. Wh., Lotto 
 
Zur Lösungsfindung legten einige der Lernenden, wie beispielsweise Rieka, aus 
allen vier gegebenen Elementen (Farben oder Zahlen) gleichzeitig zwei Paare 
(4-1; 2-3) und wiederholten dieses Vorgehen mehrfach. Die Strategie «Disjunkte 
Paarbildung» wurde von den Lernenden zum Erstellen der Figurenmenge ver-
wendet. Zudem wurde sie zur Begründung der Vollständigkeit der Lösungen 
herangezogen, indem eine räumliche Strukturierung der erstellten Figuren im 
Sinne dieser Strategie vorgenommen wurde. Einige Lernende versuchten auch 
die Erweiterung der Aufgabenstellungen, in denen fünf Ausgangselemente zur 
Verfügung standen, mittels dieser Strategie zu lösen. Direkte Anzahlbestimmun-
gen basierten hingegen im Rahmen dieser Untersuchung in keinem Fall auf 
dieser Strukturierung.  
Abb. 7.1 Allgemeine Strategien 
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7.1.1.1 Analyse der zugrundeliegenden Fokussierung 
Die der Strategie zugrundeliegenden Fokussierungen und Überlegungen lassen 
sich Rubens Vorgehen sowie seiner Begründung entnehmen. 
 
Transkr. 7.1 Rubens Vorgehen (CGSB, K. o. Wh., Lotto) 
Zur Situation: Ruben hat den Auftrag erhalten aus 4 Lottokugeln alle möglichen Zweier-
kombinationen zu bestimmen. Dazu hat er folgende Lösungen notiert: 
 
Er wird anschließend gebeten aufzuzeigen, weshalb es keine weiteren geben kann.  
 
R.: Weil ich hab von 1 immer angefangen (mhm) und dann hab ich so gemacht 1 und 2, 
3 und 4, ich hab bei der 1 angefangen und mit 4 immer aufgehört, dann hab ich wieder 
und 1 und 3, weil 2 hatte ich ja jetzt schon (mhm) dann bei 2 und 4, bei 2 (…) 2 und 3 
geht ja jetzt nicht, weil 1 und 3 ja schon ist, da hab ich 1 und 4 gemacht, dann 2 und 3 
noch [R. zeigt mit dem Stift auf die jeweilige Stelle in den Aufzeichnungen]. 
 
Ruben bildet die Kombinationen mit verschiedenen Elementen systematisch, 
indem er zunächst aus den vier gegebenen Elementen zwei Kombinationen 
erstellt, in denen alle vier Ziffern genau einmal vorkommen. In den darauffol-
genden Schritten behält Ruben dieses Vorgehen unter Berücksichtigung der 
bereits erstellten Paare bei und findet so ausschöpfend alle Möglichkeiten. Seine 
Aussagen: „ich hab bei der 1 angefangen und mit 4 immer aufgehört“ und „hab 
ich wieder und 1 und 3, weil 2 hatte ich ja jetzt schon (mhm) dann bei 2 und 4, 
bei 2 (…) 2 und 3 geht ja jetzt nicht, weil 1 und 3 ja schon ist“ weisen darauf 
hin, dass er in jedem seiner Schritte alle Elemente genau einmal berücksichtigt. 
Es ist daraus zu schließen, dass er auf die gleichhäufige Verwendung der Aus-
gangselemente fokussiert.  
7.1.1.2 Verallgemeinerung der Strategie 
Die Strategie «Disjunkte Paarbildung» war ebenso zur Lösung von Problemstel-
lungen zu den anderen Grundfiguren zu beobachten. Zu berücksichtigen ist in 
den nachfolgenden Beispielen, dass die allgemeine Strategie «Disjunkte Paar-
bildung» in Kombination mit dem Figurenbildungskonzept lediglich bei den 
Kombinationen ohne Wiederholung die verwendete Strukturierungsstrategie 
vollständig beschreibt, bei den Beispielen zu den anderen Figuren stellt diese 
nur einen Baustein dar, so dass die Strukturierungen und Strukturierungsstrate-





Allgemeine Strategien 191 
Kombinationen 
ohne Wiederholung 




(n=4, k=2; 10 Mögl..) 
Variationen ohne Wiederho-
lung 
(n=4, k=2; 12 Mögl..) 
 
R. notiert 4-1; 2-3. 
R. notiert 3-1; 2-4. 
R.: Und dann noch 2. 2 und 
1 [notiert 2-1] und 3 und 4 








Rieka, GSSTB, K. o. Wh., 
Lotto 
 
L. nimmt jeweils zeit-
gleich zwei farbige 
Plättchen:  
L. legt g-g, gr-gr, r-r, s-
s,  
L. legt g-gr, r-s  
L. legt g-s, gr-r, 











Lars, CGSB, K. m. 
Wh., Eismann 
Leah bildet aus den gegebenen 
vier Ziffernkarten jeweils zwei 
Paare aus Ziffernkarten (a), 
dann vertauscht sie jeweils die 
















Leah, CGSB, V. o. Wh., Zahlen 
aus Ziffernkarten 
 
Tab. 7.1 Strategie «Disjunkte Paarbildung» bei verschiedenen Figuren 
 
Der Tabelle 7.1 ist zu entnehmen, dass die Lernenden unabhängig vom Kontext 
und von der gesuchten kombinatorischen Figur aus den gegebenen vier Elemen-
ten zwei Paare notieren oder legen (Kombinationen ohne Wiederholung: „1 und 
2, 3 und 4“; Kombinationen mit Wiederholung: „g-gr, r-s“, Variationen ohne 
Wiederholung (1a): „4-3, 1-2“). Im nächsten Schritt werden wiederum aus allen 
vier Elementen zwei Paare gebildet (Kombinationen ohne Wiederholung: „1 und 
3, 2 und 4“; Kombinationen mit Wiederholung: „g-s, gr-r“, Variationen ohne 
Wiederholung (2a.): „3-2; 4-1“). Das Vorgehen bzw. die Strukturierung ist been-
det, sobald mit einem festen Element keine neuen Objekte mehr erstellt werden 
können. Der Strategiebaustein «Disjunkte Paarbildung» lässt sich entsprechend 
für beliebige kombinatorische Figuren wie folgt verallgemeinern:  
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«Disjunkte Paarbildung»22  
1. Bilde aus den gegebenen n Elementen jeweils gleichzeitig alle mögli-
chen disjunkten Paare.  
2. Bilde neue Kombinationen disjunkter Paare und halte dieses Vorgehen 
solange bei, bis es mit einem festen Element keine weiteren Kombina-
tionen mehr gibt.  
Abb. 7.2 Verallgemeinerung der Strategie «Disjunkte Paarbildung»  
7.1.1.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Wie eingangs erwähnt ist von besonderem Interesse zu betrachten, ob die Stra-
tegien der Lernenden tragfähig sind, um die Figurenmenge vollzählig zu erstel-
len bzw. zu strukturieren. Aufgrund der möglichen Interpretation der räumlichen 
Strukturierung der Figurenmenge als Klasseneinteilung derselben, gilt es zu 
überprüfen, inwiefern die von Kirsch (2004) benannten Kriterien zur Klassen-
einteilung einer Menge erfüllt sind, wenn die «Disjunkte Paarbildung» als allei-
nige Strategie konsequent gemäß der dargestellten Verallgemeinerung verwen-
det wird. Die Ergebnisse der Analyse sind der nachfolgenden Tabelle zu ent-
nehmen. Diese gibt einen Überblick, ob mittels der allgemeinen Strategie der 
«Disjunkten Paarbildung» a) die Disjunktheit der Objekte in den Mengen b) die 
Vollständigkeit der Mengen und c) die Vollständigkeit der Objekte innerhalb 
einer Menge für die einzelnen Figuren (Spalten 1 bis 3) gewährleistet sind, so 
dass diese in ihrer Gesamtheit eine mögliche Klasseneinteilung der gesuchten 
Figurenmenge bilden. Die vierte Spalte gibt bezugnehmend auf die vorgenom-
mene Verallgemeinerung der Strategie eine konkrete Begründung, weshalb das 
jeweilige Kriterium erfüllt ist oder nicht.  
  
                                                          
 
 
22 Die Verallgemeinerung beschreibt die Strukturierung des Erstellens der Lösungen, 
also eine dynamische Sicht auf die Figurenmenge. Das Ergebnis des Prozesses lässt sich 
nach Lockwood (vgl.  2.3) als räumliche Strukturierung deuten. Auf eine zusätzliche 
Verallgemeinerung der Strategie, welche das Produkt direkt beschreibt wird insofern 
verzichtet. Die folgenden Strategien werden ebenfalls durchgängig in einer dynamischen 
Sicht formuliert. Zudem ist zu berücksichtigen, dass die Verallgemeinerung der Strate-
gien jeweils deren vollständige Anwendung beschreibt, Lernende jedoch nicht in allen 
Fällen die Strategien konsequent anwendeten. 
  



















    
 
  Durch Schritt 1 entsteht jeweils eine 
Menge, in der zwei Paare mit Objek-
ten enthalten sind, die zusammenge-






      Schritt 2 stellt sicher, dass für ein 
festes Element ausschöpfend alle 
Möglichkeiten mit anderen Elemen-
ten gefunden werden. Damit entste-
hen insgesamt so viele Mengen, wie 
es mögliche Objekte mit diesem 
festen Element gibt.  
Da aus allen Elementen gleich viele 
Objekte erstellt werden müssen, stellt 
dies zugleich sicher, dass damit auch 
alle anderen Elemente ausschöpfend 
verwendet wurden. 
Disjunktheit 
der Klassen  
      Sichergestellt durch Schritt 2, der 
festlegt, dass neue Kombinationen 
gebildet werden. 
Tab. 7.2 Beziehung zwischen der Strategie «Disjunkte Paarbildung» und der Eintei-
lung einer Menge in Klassen 
 
Der Tabelle ist zu entnehmen, dass die Strategie die Vollständigkeit der Objekte 
innerhalb einer Klasse bei allen drei Figuren sicherstellt. Die Vollständigkeit der 
Anzahl der Teilmengen ist bei den Kombinationen ohne Wiederholung und bei 
den Variationen ohne Wiederholung gegeben, nicht jedoch bei den Kombinatio-
nen mit Wiederholung. Mittels der Strategie werden keine Figuren gebildet in 
denen zwei gleiche Elemente vorkommen. Insofern gewährleistet die Strategie 
nicht, dass eine Menge aller Kombinationen mit Wiederholung erstellt wird. Die 
Kombinationen mit zwei gleichen Elementen werden durch diese Strategie nicht 
erstellt. Insofern ist nicht sicher, dass diese Klasse gebildet wird und ebenfalls 
nicht, ob diese vollständig ist, wenn sie gebildet wird. Bei den Variationen hin-
gegen ist zu berücksichtigen, dass sich neben der Auswahl der Elemente auch 
die Anordnung der Elemente von den vorherigen unterscheidet.  
Die «Disjunkte Paarbildung» ist nicht auf eine beliebige Ausgangmenge über-
tragbar. Ist die Ausgangsmenge beispielsweise ungerade, so ist es nicht möglich, 
Schritt 1 des Vorgehens zu erfüllen, da aus einer ungeraden Anzahl an Objekten 
keine zwei Paare gebildet werden können, die alle Elemente enthalten. Diese 
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Einschränkung des Vorgehens zeigt sich in den Strukturierungen der Lernenden 
bei der Erweiterung der Problemstellungen. Einige Lernende versuchen, die 
Strategie der «Disjunkten Paarbildung» zum Erstellen von Objekten aus fünf 
Elementen zu verwenden.  
7.1.1.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Ein Vergleich der Strategie «Disjunkte Paarbildung» und der ursächlichen Fo-
kussierung der Lernenden auf die Gleichbehandlung der Elemente und Aufspal-
tung in zwei disjunkte Paare mit den in der Literatur beschriebenen Handlungs-
mustern zeigt Gemeinsamkeiten auf. Piaget und Inhelder (1975) beobachteten 
im Kontext von Kombinationen ohne Wiederholung bei Lernenden, wie bei-
spielsweise Lau ein ähnliches Vorgehen: „Lau puts together AB, CD, AC, BD, 
AD and BC“ (ebd., S. 167). Hoffmann (2003, S. 159f.) beschreibt im Kontext 
des Lösens von Problemstellungen zur Produktregel ebenfalls eine Mikrostrate-
gie, die diesem Vorgehen sehr ähnlich ist: In zwei benachbarten Kombinationen 
werden alle vier möglichen Farben benutzt. Dieses Vorgehen bezeichnet sie als 
„spaltenweises Abwechslungsprinzip“. Das Vorkommen der Strategie in voran-
gegangenen Untersuchungen lässt darauf schließen, dass diese Strategie auch 
über diese Untersuchung hinaus zu beobachten ist.  
7.1.2 Zyklische Musterbildung  
„Ich hab erst Schoko mit Schoko und dann mit den anderen genauso, Erdbeer 
mit Erdbeer, Zitrone mit Zitrone und Waldmeister mit Waldmeister, dann Schoko 
mit Erdbeer, Erdbeer mit Zitrone, Zitrone mit Waldmeister.“ 
 
Marc, GSSTB, K. m. Wh., Eismann 
 
Die Strategie «Zyklische Musterbildung» wird von den Lernenden zum Erstel-
len der Figurenmenge verwendet, nicht jedoch, um die Vollständigkeit der Figu-
renmenge zu überprüfen oder zu begründen. Lernende, die diese Strategie ver-
wendeten, greifen zur Begründung der Vollständigkeit auf eine räumliche Struk-
turierung der gefundenen Objekte im Sinne der «Elementfixierung» zurück. 
Lernende, die die Anzahl direkt ermittelten, begründeten ihre Rechnung eben-
falls über andere Strukturierungen. 
Eine genauere Betrachtung der Strategie zeigt, dass dieser eine Fokussierung auf 
eine „gleichhäufige Verwendung“ der Elemente und einem gleichen schemati-
schen Vorgehen bei allen Elementen zugrunde liegt. Diese Fokussierung spiegelt 
sich besonders gut in Marcs Vorgehen bei der Eismannaufgabe wider. 
  
Allgemeine Strategien 195 
7.1.2.1 Analyse der zugrundeliegenden Fokussierung 
Nach der Bearbeitung der Dominosteinaufgabe erhält Marc den Auftrag heraus-
zufinden, wie viele verschiedene Eishörnchen mit zwei Eiskugeln man aus vier 
verschiedenen Eissorten erstellen kann, es ergibt sich die folgende Situation. 
 
Transkr. 7.2 Marcs Vorgehen (GSSTB, K. m. Wh., Eismann) 
Zur Situation: 
Marc legt von rechts nach links s-s, r-r g-g, gr-gr, dabei nimmt er jeweils gleichzeitig 
zwei gleichfarbige Eiskugeln aus den jeweiligen Boxen- 
M. legt von rechts nach links s-r, r-g, g-gr, s-gr. 







gr gr  g g  r r  s s 
           
   gr g  g r  r s 
           




M.: [betrachtet seine Lösungen] „Fertig.“ 





„Ich hab erst Schoko mit Schoko und dann mit den anderen genauso, Erdbeer 
mit Erdbeer, Zitrone mit Zitrone und Waldmeister mit Waldmeister [zeigt 
jeweils doppelt auf die Becher mit den verschiedenfarbigen Plättchen], dann 
Schoko mit Erdbeer, Erdbeer mit Zitrone, Zitrone mit Waldmeister [zeigt dabei 
bei jeder Aussage auf den jeweiligen Becher], dann noch Schoko mit Wald-
meister.“   
 
Dem Transkriptausschnitt lässt sich entnehmen, dass Marc zunächst alle Objek-
te, die zwei gleiche Farben enthalten, legt (s-s, r-r g-g, gr-gr,). In der zweiten 
Reihe kombiniert er ausgehend von rechts nach links alle Elemente mit dem 
daneben liegenden Element. In Abhängigkeit von den bereits gefundenen Lö-
sungen kombiniert er anschließend alle mit dem um 2 versetzten Element usw. 
Damit stellt er sicher, dass jedes Objekt mit seinem Nachfolger kombiniert wur-
de, anschließend mit dem um 2 versetzten Nachfolger. Dieses Vorgehen setzt er 
fort, bis er das erste ausgewählte Element (Schokolade) mit allen anderen kom-
biniert hat. 
7.1.2.2 Verallgemeinerung der Strategie 
Ebenso, wie für die Kombinationen mit Wiederholung lässt sich dieses Hand-
lungsmuster auch bei den Kombinationen ohne Wiederholung und Variationen 
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ohne Wiederholung beobachten. Eine genauere Betrachtung zeigt dabei, dass 
den Vorgehensweisen eine grundsätzlich gleiche Vorgehensweise unterliegt, sich 
jedoch bezüglich der Beendigung der einzelnen Schritte Unterschiede ergeben: 
Kombinationen ohne 
Wiederholung 




(n=4, k=2; 10 Mögl..) 
Variationen ohne Wieder-
holung 
(n=4, k=2; 12 Mögl.) 
 
Auf dem Tisch liegen 
die Lottokugeln 1 und 2 
nebeneinander, darun-
ter die Lottokugeln 3 
und 4. Mia notiert der 





1-2 2-3 3-4 4-1 







Mia, KGSD, K. o. Wh., 
Lotto 
Marc legt von rechts nach 
links s-r, r-g, g-gr, s-gr 
Legt von rechts nach links s-g, 
r-gr, schaut auf die Lösungen, 
legt s-gr  
 
 
gr-gr g-g r-r s-s 
 gr-g g-r r-s 










Marc, GSSB, K. m. Wh., 
Eismann 
Ralf notiert der Reihe 
nach folgende Türme: 
r g gr s 
g gr s r 
    
r g gr s 
gr s r g 
    
r g gr s 
s r g gr 
 
R.: Fertig. Jetzt hab ich 
rot mit allen gemacht, 
gelb mit allen gemacht, 
grün mit allen gemacht 




Ralf, KGSW, V. o. Wh., 
Türme bauen 
 
Tab. 7.3 Strategie «Zyklische Musterbildung» bei verschiedenen Figuren 
 
Gemeinsam ist allen drei Vorgehensweisen der Lernenden, dass diese der Reihe 
nach ein Element auswählen und es nach der gleichen Vorschrift mit einem 
anderen Element verknüpfen. So werden die Elemente jeweils zunächst mit sich 
selbst oder dem Nachfolger, dann mit dem um 2 versetzten Nachfolger usw. 
kombiniert bis das erste ausgewählte Element mit allen anderen kombiniert 
wurde  (Lottokugeln: alle Zahlen mit ihrem Nachbarn 1-2, 2-3, 3-4; 4-1; Eis-
mann: jedes Plättchen mit einem Plättchen aus dem gleichen Becher, dann  jedes 
farbige Plättchen mit einem farbigen Plättchen aus dem links daneben platzier-
ten Becher; Türme bauen: jeder farbige Baustein mit dem nachfolgenden farbi-
gen Baustein, jeder farbige Baustein mit dem um zwei versetzen Baustein). Der 
Nachfolger wird dabei bei einigen Lernenden durch die Anordnung der Elemen-
te auf dem Tisch als solcher wahrgenommen (vgl. Vorgehen bei der Eisman-
naufgabe) oder aber bei Aufgaben, in denen Zahlen bzw. Ziffern kombiniert 
werden müssen, durch die ordinale natürliche Anordnung der Zahlen (vgl. Vor-
gehen bei der Lottoaufgabe). 
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Unterschiede zeigen sich hinsichtlich der Beendigung der einzelnen Schritte, 
beispielsweise in dem Vergleich der Vorgehensweisen von Mia und Marc. Mia 
verknüpft jede Lottokugel im ersten Schritt mit einer anderen. Marc hingegen 
verknüpft jedes farbige Plättchen mit einem Plättchen aus dem danebenstehen-
den linken Becher. Gibt es dort keinen Becher mehr, so ist der Schritt beendet.  
Die Strategie «Zyklische Musterbildung» lässt sich auf der Grundlage der Vor-
gehensweisen der Lernenden, vollständig angewendet und unter Berücksichti-
gung zweier verschiedener Abbruchkriterien, wie folgt unabhängig von den 
kombinatorischen Figuren verallgemeinern: 
 
«Zyklische Musterbildung»  
1. Wähle ein Anfangselement a aus den n Elementen und kombiniere es 
mit seinem Nachfolger a+1 (bei Kombinationen mit Wiederholung mit 
sich selbst), verfahre genauso mit dem Elementen a+1, bis n. 
2. Beginne wieder mit dem Anfangselement a und kombiniere es mit dem 
um 2 versetzten Nachfolger. a+2. Verfahre genauso mit dem Elementen 
a+1 bis n. 
3. Beginne jeweils wieder mit dem ersten Element a, bis du alle anderen 
Elemente a bzw. a+1 bis n mit diesem verknüpft hast. 
Abb. 7.3 Verallgemeinerung der Strategie «Zyklische Musterbildung» 
7.1.2.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Zur Überprüfung, inwiefern die Kriterien zur Klasseneinteilung auch durch 
diese allgemeine Strategie erfüllt werden, erfolgte ebenfalls eine Betrachtung 
für die drei kombinatorischen Figuren. Die Tabelle (7.4) zeigt die Ergebnisse 




















      Im ersten Schritt entsteht eine Klasse, 
die alle Elemente mit dem definierten 
Nachfolger enthält. Insofern ist damit 
die Vollständigkeit der Objekte „alle 




      Schritt 2 sorgt dafür, dass die Elemen-
te sukzessive immer mit dem nächs-
ten verbunden werden und keines 
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Klassen ausgelassen wird. Der dritte Schritt 
stellt sicher, dass alle Klassen an 
Lösungen gefunden werden, da das 
erste und somit auch alle anderen 
Elemente mit ihren Nachfolgern 
verknüpft sind. 
Disjunktheit 
der Klassen  
      vgl. Erläuterung im Text 
Tab. 7.4 Beziehung zwischen der Strategie «Zyklische Musterbildung» und der 
Einteilung einer Menge in Klassen 
 
Anders als die Strategie «Disjunkte Paarbildung» stellt die Strategie «Zyklische 
Musterbildung» sicher, dass bei vollständiger Anwendung der Strategie bei allen 
kombinatorischen Figuren Klassen entstehen, die jeweils jedes Element mit sich 
selbst, dem Nachfolger, dem um 2 versetzten Nachfolger usw. erstellen. Insofern 
ist die Anzahl der erstellten Figuren innerhalb einer Klasse vollständig, deren 
Anzahl der Objekte vollständig ist. Zugleich werden alle Klassen erzeugt. Die 
Disjunktheit der Klassen von Objekten ist bei diesem Vorgehen unter den oben 
angegebenen Bedingungen nicht zwangsläufig für Kombinationen ohne und mit 
Wiederholung gegeben. Es entstehen also Objekte, in denen die Anordnung der 
Paare bedeutsam ist. Das Vorgehen erzeugt für Variationen ohne Wiederholung 
die vollzählige Figurenmenge. Für die Kombinationen mit und ohne Wiederho-
lung wird eine zusätzliche Bedingung benötigt, die von vielen Lernenden ver-
wendet wird. Die Lernenden müssen im Sinne des abhängigen Figurenbildungs-
konzeptes berücksichtigen, dass Figuren nicht doppelt erstellt werden (vgl. 
6.2.2). Die Übertragung dieses Vorgehens auf ein beliebiges n ist unproblema-
tisch, da sich nichts an dem Vorgehen ändert und entsprechend die Vollständig-
keit der Klassen und der Elemente innerhalb der Klassen durch die beschriebe-
nen Schritte gewährleistet ist. 
7.1.2.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Ein Vergleich der Strategie mit den in der Literatur beschriebenen Strategien 
offenbart einige Gemeinsamkeiten. In den Untersuchungen Piagets und Inhel-
ders (1958, 1975) gibt es bereits Informationen zu diesem Strategiebaustein. Sie 
sprechen im Kontext des Lösens von Kombinationsproblemen von der „Idea of 
juxtaposition“. Das Vorgehen, im Sinne dieser Idee beschreiben sie wie folgt: 
„AB, BC, CD, DE, continues by skipping each time one item (AC, BD, and 
CE)“ (Inhelder & Piaget 1975, S. 168). Die von Hoffmann (2003, S. 161) identi-
fizierte Mikrostrategie der „Ebenenparallele“ impliziert, dass auf einer Ebene 
alle vier Farben nacheinander genutzt werden und sie auf der anderen Ebene um 
eine Position verschoben nacheinander genutzt werden. Die Ebenenparallele 
entspricht dem ersten Schritt der von Piaget und Inhelder beobachteten Strate-
gie: „Idea of juxtaposition“. In beiden Strategien wird ein Element mit dem 
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jeweils darauffolgenden kombiniert. Auch English (1991, 2007) beschreibt im 
Rahmen ihrer Untersuchungen zu Aufgabenstellungen zum Kreuzprodukt ein 
solches Vorgehen, welches sie als „Cyclic pattern“ bezeichnet. Die nachfolgende 
Grafik zeigt die beiden von English als „Cyclic pattern“ beschriebenen Strate-
gien: 
 
Abb. 7.4 Unvollständige und vollständige Anwendung der Strategie „Cyclic Pat-
tern“ zur Lösung von Problemstellungen zum Kreuzprodukt (English 2007, S. 147) 
 
Den in der Literatur beschriebenen Strategien «Idea of juxaposition», «Ebenen-
parallele» und «Cyclic pattern» scheint ebenfalls als gemeinsames System die 
Verbindung aller Elemente nach dem gleichen schematischen Muster zu Grunde 
zu liegen. Aufgrund der Existenz ähnlicher bzw. gleicher Strategien im Kontext 
anderer Untersuchungen ist auch für die Strategie «Zyklische Musterbildung» 
anzunehmen, dass die jeweiligen Handlungen eng mit Denkweisen verknüpft 
sind, die Lernende allgemein zum Lösen kombinatorischer Anzahlbestim-
mungsprobleme mitbringen. Der Fokus in diesem Vorgehen scheint ebenso, wie 
bei der Strategie «Disjunkte Paarbildung» darauf zu liegen, dass alle Elemente 
gleich häufig verwendet werden und dadurch die Vollständigkeit der Lösungen 
gewährleistet ist. 
7.1.3 Elementfixierung  
 
„Man macht erst mal einen Stein mit allen Farben  
und dann einen anderen.“  
 
Lena, GSSTB, V. o. Wh. Türme 
 
Bei den Strukturierungen der Lernenden ist zu beobachten, dass ebenso wie bei 
Lena, ein Element solange beibehalten wird, bis alle möglichen Lösungen mit 
diesem Element gefunden wurden. Die «Elementfixierung» ist der am häufigs-
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ten verwendete allgemeine Strategiebaustein. Sie wird sowohl zum Erstellen der 
Figurenmenge verwendet als auch zur räumlichen Strukturierung. Sie findet 
Anwendung bei der Überprüfung der Lösungen und bei der Begründung der 
Vollständigkeit der Figurenmenge. Zudem liegt den operationalen Anzahlbe-
stimmungen der Lernenden in der Regel eine Strukturierung im Sinne dieser 
Strategie oftmals in Kombination mit weiteren Bausteinen zugrunde. Besonders 
deutlich wird das Vorgehen bei Meike.  
7.1.3.1 Analyse der zugrundeliegenden Fokussierung 
Meike hat den Auftrag erhalten, alle möglichen zweistelligen Zahlen aus vier 
Ziffernkarten zu finden. Zur Lösungsfindung hat sie die in der Grafik dargestell-
ten Lösungen notiert und wird anschließend aufgefordert zu begründen, weshalb 
es keine weiteren Lösungen geben kann: 
 
Transkr. 7.3 Meike Vorgehen (GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
 
 
M.: Weil ich erst einmal alle mit Einsen gemacht habe. Dann alle mit Zweien [zeigt 
auf die zweite Spalte] und dann mit Dreien [zeigt auf die dritte Spalte] […]. 
 
Dem Transkript lässt sich entnehmen, dass Meike zunächst alle Zahlen aus Zif-
fernkarten bildet, in denen die Ziffer 1 vorkommt: „Weil ich erst einmal alle mit 
Einsen gemacht habe.“ Anschließend bildet sie alle noch verbliebenen zweistel-
ligen Zahlen, in denen die 2 vorkommt usw. („Dann mit Zweien zeigt auf die 
zweite Spalte] und dann mit Dreien“ [zeigt auf die dritte Spalte]). Aus den Aus-
sagen „alle mit Einsen“ und „alle mit Zweien“ lässt sich schlussfolgern, dass sie 
auf die Vollständigkeit der Lösungen mit einem bestimmten Objekt fokussiert. 
Varianten der «Elementfixierung» 
Bezüglich der «Elementfixierung» lassen sich bei den Lernenden insgesamt 
zwei verschiedene Varianten beobachten. Die Varianten beziehen sich dabei auf 
die Anordnung der Elemente, wie an den Lösungswegen von Mia und Malin zur 
Lösung der Aufgaben zu Kombinationen ohne Wiederholung klar wird. 
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Strategie Erklärung Beispiel 
a. «Elementfi-
xierung ohne 
feste Position»  
Mia erläutert zur ihrer Zeichnung, 
dass sie ein Element (Mannschaft 
grün, dann Mannschaft blau, 
anschließend Mannshaft gelb) 
solange konstant halt, bis alle 
möglichen Lösungen mit diesem 
Element gefunden wurden, die 
Reihenfolge berücksichtigt sie in 



























Malin hält ein Element bei, bis 
alle möglichen Lösungen mit 
diesem Element an einer festen 
Position gefunden wurden.   
Malin, KGSD, K. o. Wh., Lotto 
Tab. 7.5 Varianten der «Elementfixierung» 
 
Den Vorgehensweisen der beiden Lernenden gemeinsam ist die Fokussierung 
auf ein ausgewähltes Element. Sie unterscheiden sich jedoch in Bezug auf die 
Position der konstanten Elemente. Zu unterscheiden ist entsprechend zwischen 
der Fokussierung auf ein Element und dessen Position und Fokussierungen, bei 
denen die Position des Elements nicht weiter berücksichtigt wird. Beide Varian-
ten der Strategie werden zur Lösung aller verschiedenen Aufgabenstellungen 
verwendet und im Folgenden ausgehend von einer Darstellung der Strategien 
bei den verschiedenen Figuren verallgemeinert. 
7.1.3.2 Verallgemeinerung der Strategie «Elementfixierung» 
Ebenso wie für die Kombinationen mit Wiederholung lässt sich dieses Hand-
lungsmuster auch bei den Kombinationen und Variationen ohne Wiederholung 
beobachten, wie die folgenden Lösungen exemplarisch zeigen: 
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 «Elementfixierung mit fester 
Position» 









































 Evi ,GSSTB, K. m. Wh., Eis-
mann 
 
Leah erstellt der Reihe 
nach folgende Lösun-
gen: 
s-s, r-r, gr-gr, g-g 
s- r, s- gr, s- g 
r- gr, g-r 
gr- g 








Meike, GSSTB, V. o. Wh., Zah-




Meike, GSSTB, V. o. Wh., Tür-
me bauen  
Tab. 7.6 «Elementfixierung» bei verschiedenen Figuren 
 
Bei allen dargestellten Figurenmengen zeigt sich, dass ein Element mit allen 
anderen kombiniert wurde, bevor im nächsten Schritt ein neues Element mit 
allen anderen kombiniert wird. Unterschiede zeigen sich jedoch hinsichtlich der 
Position der beibehaltenen Elemente sowie hinsichtlich einiger zusätzlicher 
figurspezifischer Strategien bei den Kombinationen mit Wiederholung und bei 
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den Variationen ohne Wiederholung. Die Vorgehensweisen lassen sich auf dieser 
Grundlage algorithmisch wie folgt beschreiben:  
«Elementfixierung mit fester Position» 
1. Wähle ein Element a aus und eine 
feste Position für dieses Element, finde 
ausschöpfend alle Lösungen mit dem 
Element a an der festen Position. 
2. Verfahre mit allen n Elementen, wie in 
Schritt 1. 
«Elementfixierung ohne feste Position» 
1. Wähle ein Element a aus, finde aus-
schöpfend alle Lösungen mit dem Ele-
ment a. 
 
2. Verfahre mit allen n Elementen, wie in 
Schritt 1. 
Abb. 7.5 Verallgemeinerung der «Elementfixierung» 
7.1.3.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Ebenso, wie für die beiden bereits dargestellten Strategien wird im Folgenden 
dargestellt, inwiefern die einzelnen Kriterien zur Klasseneinteilung einer Figu-
renmenge für die jeweiligen kombinatorischen Figuren erfüllt sind, wenn die 
















      Bei beiden Varianten der «Ele-
mentfixierung» entsteht im ersten 
Schritt eine Klasse, die alle Ob-
jekte mit dem festen Element 
enthält.  
Die darauffolgenden Schritte 
sorgen dafür, dass alle anderen 
Klassen ebenfalls alle Elemente 
enthalten. 
Vollständigkeit 
der Anzahl der 
Klassen 
      Da der zweite Schritt bei beiden 
Varianten vorsieht, dass das Vor-
gehen auf alle anderen Objekte 
übertragen wird ist auch die Voll-




      Die einzelnen Schritte stellen 
nicht sicher, dass die erstellten 
Mengen keine gleichen Figuren 
enthalten. 
Tab. 7.7 Beziehung zwischen der Strategie «Elementfixierung» und der Einteilung 
einer Menge in Klassen 
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Der Tabelle ist zu entnehmen, dass die Strategie «Elementfixierung» sicherstellt 
alle Figuren innerhalb einer Klasse zu erstellen und zugleich alle Klassen zu 
erstellen. Bei dieser Strategie ist jedoch die Disjunktheit der Figuren ebenso, 
wie bei der Strategie «Zyklische Musterbildung» nicht zwangsläufig gegeben. 
Ob Figuren genau einmal oder systematisch doppelt erstellt werden, ist von dem 
Figurenbildungskonzept abhängig.  
Die Übertragung der «Elementfixierung» auf ein beliebiges n ist unproblema-
tisch, da dieses nichts an dem Vorgehen ändert und entsprechend die Vollstän-
digkeit der Klassen und der Elemente innerhalb der Klassen durch die beschrie-
benen Schritte gewährleistet ist. 
7.1.3.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Die «Elementfixierung» hängt eng mit dem in der Literatur als «Tachometer-
prinzip» beschriebenen algorithmischen Vorgehen zusammen. Allgemein wer-
den beim «Tachometerprinzip» die Elemente einer Position oder Ebene „so 
lange konstant gehalten, bis die Elemente auf der verbleibenden Position alle 
möglichen Farben durchlaufen haben“ (Hoffmann 2003, S. 328). Diese Strate-
gie wird sowohl beim Lösen von Auflistungsproblemen zum Kreuzprodukt, zur 
Produktregel als auch zu den verschiedenen Grundfiguren als Lösungsstrategie 
beschrieben  (vgl. English 1991, 2007; Halani 2012; Hoffmann 2003; Martino 
1992a, 1992b; Piaget & Inhelder 1975; Vergnaud & Cohen 1969; Larivée & 
Normandeau 1985). English (2007) veranschaulicht das Vorgehen mittels des 
Baumdiagramms: 
 
Abb. 7.6 Anwendung des «Tachometerprinzips» bei Aufgaben zum Kreuzprodukt;  
links unvollständige und rechts vollständige Anwendung (English 2007, S.145) 
 
Die Darstellung zeigt, dass im Sinne des klassischen «Tachometerprinzips» die 
Reihenfolge der Elemente beibehalten wird. Die Handlungsmuster der Kinder 
im Rahmen der Untersuchung ähneln dem «Tachometerprinzip», entsprechen 
diesem jedoch nicht in seiner Reinform, sondern weisen in Abhängigkeit von 
weiteren vorgenommenen Fokussierungen verschiedene Variationen auf. Inso-
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fern ist die hier beschriebene Strategie der «Elementfixierung» eine Verallge-
meinerung des «Tachometerprinzips». Das «Tachometerprinzip» entspricht 
demnach der «Elementfixierung mit fester Position». 
Wie in Abschnitt 2.4.1 dargestellt beschreibt Halani (2012) zur Lösung von 
Permutationsproblemen zwei Varianten des klassischen Tachometerprinzips. Sie 
unterscheidet zwischen «Standard Odometer» und «Wacky Odometer». Die 
erstgenannte Strategie entspricht der «Elementfixierung mit fester Position». 
Lernende, die die Strategie «Wacky Odometer» verwenden, fokussieren auf ein 
festes Element jedoch nicht auf die Position der Elemente innerhalb der gene-
rierten Objekte, ebenso wie es im Rahmen dieser Untersuchung bei der «Ele-
mentfixierung ohne feste Position» zu beobachten war. 
7.1.4 Fazit 
Insgesamt lassen sich drei allgemeine Strategien identifizieren, die auf verschie-
denen Fokussierungen beruhen. Die Lernenden erstellen entweder sukzessive 
alle möglichen Objekte zu einem Element oder behandeln alle Elemente gleich. 
Lernende, die jeweils alle möglichen Objekte zu einem Element legen oder 
notieren, fokussieren entsprechend auf die Vollständigkeit der Lösungen mit 
einem bestimmten Objekt. Lernende, die alle Elemente gleich behandeln, fokus-
sieren darauf, dass abschließend alle Elemente in den erstellten Objekten gleich 
häufig vorkommen.  
Die in der Tabelle beschriebenen Strategien treten sowohl in der Lösungsfin-
dung als auch bei Strukturierungen, Umstrukturierungen und Überprüfungs-
handlungen auf. Der Strategiebaustein «Zyklische Musterbildung» wird dabei 
überwiegend zur Erstellung der kombinatorischen Objekte eingesetzt und oft-
mals nicht konsequent verwendet. Die Strategien «Elementfixierung» und «Dis-
junkte Paarbildung» werden in den meisten Fällen durchgehend (ausschöpfend) 
angewendet und zudem ebenfalls zur Begründung der Vollständigkeit hinzuge-
zogen. Besonders auffällig ist, dass die meisten Lernenden zur Begründung und 
bei anschließenden Strukturierungen auf den Strategiebaustein «Elementfixie-
rung» zurückgreifen und diesen alleine oder in Kombination mit einem figur-
spezifischen Baustein verwenden. Die Gegenüberstellung der allgemeinen Stra-
tegien mit den Kriterien zur Klasseneinteilung einer Menge zeigt, dass die Stra-
tegien «Zyklische Musterbildung» und «Elementfixierung» grundsätzlich für 
eine beliebige Anzahl an Ausgangselementen geeignet sind, um die gesamte 
Figurenmenge zu erstellen. Die Strategie «Disjunkte Paarbildung» führt für die 
in der Untersuchung verwendeten Grundaufgaben ebenfalls systematisch zur 
Erstellung aller Lösungen (n=4, k=2). Sie ist jedoch in der dargestellten Form 
bei einer Ausgangsmenge von fünf und mehr Elementen nicht geeignet, die 
Figurenmenge vollzählig zu erstellen. Zusätzlich zur Anwendung der allgemei-
nen Strategien, muss die Disjunktheit der erstellten Figuren mittels des abhängi-
gen Figurenbildungskonzeptes gewährleistet werden. Ansonsten ist es möglich, 
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dass Figuren mittels der Strategien doppelt erstellt werden und insofern nicht die 
gesuchte Figurenmenge ermittelt wird. 
 
Tab. 7.8 Allgemeine kombinatorische Strategien 
 




nander werden aus allen 
gegebenen Elementen (zwei 
bzw. alle möglichen) dis-
junkte Objekte erstellt. 
 
 
Leah bildet aus den gegebenen vier 
Ziffernkarten jeweils zwei Paare 
aus Ziffernkarten (a), dann ver-
tauscht sie jeweils die Anordnung 
der Ziffernkarten (b). Sie geht dabei 
wie folgt vor: 
1a.  1b.  









Nacheinander werden alle 
Elemente nach dem glei-
chem Muster mit einem 
neuen Element kombiniert. 
 
Mia, KGSD, K. o. Wh., Lotto  
3.a «Elementfi-
xierung ohne 




Ein Element wird beibehal-
ten, bis alle möglichen 
Lösungen mit diesem Ele-






















Mia, KGSD, K. o. Wh., Fußball  
3.b «Elementfi-
xierung mit fester 
Position»  
 
Ein Element wird an einer 
festen Position beibehalten, 
bis alle möglichen Lösun-




Renas, KGSD, K. o. Wh., Lotto 
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Ein Vergleich der Strategien mit den in der Literatur dargestellten Strategien zu 
Auflistungs- und Anzahlbestimmungsproblemen zeigt, dass diese nicht nur im 
Rahmen dieser Untersuchung zu beobachten sind. Die nachfolgende Tabelle gibt 
eine Übersicht darüber, ob die im Rahmen dieser Untersuchung identifizieren 
allgemeinen Strategien auch in anderen Studien beschrieben werden. Die grau 
hervorgehobenen Felder kennzeichnen das Vorkommen der einzelnen Strategien 













Piaget & Inhelder 
(1975) 
Piaget & Inhelder 
1975) 







KEINE VORLIEGENDE KONKRETISIERUNG DER STRATEGIEN 
durch Piaget & Inhelder ( 1975) 
V. o. 
Wh. 
x x Lack (2009) x 
V. m. 
Wh. 
x Piaget & Inhelder 
(1975) 
 







x Larivée & Nor-
mandeau (1985) 













KEINE VORLIEGENDE KATEGORISIERUNG 












Hoffmann (2003) Hoffmann (2003) Hoffmann (2003) x 
Tab. 7.9 Ähnliche Strategien in vorangegangenen Studien 
 
Der Gegenüberstellung ist zu entnehmen, dass die genannten Strategien sowohl 
bei der Bearbeitung von Problemstellungen zu den gleichen Figuren als auch 
abgesehen von der «Elementfixierung ohne fester Position» bei anderen Figu-
ren. Daraus ist zu folgern, dass diese sich nicht konkret auf die gewählten Auf-
gaben beziehen, sondern es sich vielmehr um Strategien handelt, die Lernende 
  








im Allgemeinen zum Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen verwenden. Ob 
die allgemeinen Strategien sich auf eine bestimmte Ausgangsmenge oder eine 
bestimmte Anzahl zu kombinierender Elemente in einer Figur beschränken, 
kann dabei aufgrund der Daten dieser Untersuchung nicht spezifiziert werden. 
Zentral ist, dass die «Elementfixierung mit fester Position», welche dem «Ta-
chometerprinzip» entspricht, von Lernenden über alle kombinatorischen Figuren 
hinweg verwendet wird und diese insofern als eindeutige allgemeine kombinato-
rische Strategie klassifiziert werden kann. Hinsichtlich der anderen beiden all-
gemeinen Strategien fällt insbesondere auf, dass diese im Kontext der Permuta-
tionen nicht beschrieben werden, jedoch bei den anderen Figuren. Demnach ist 
kritisch zu hinterfragen, ob die im Rahmen dieser Arbeit als allgemeine Strate-
gien dargestellten Vorgehensweisen sich ggf. auf das Auswählen von Objekten 
beziehen. Aufgrund der im Rahmen dieser Untersuchung getroffenen Auswahl 
der kombinatorischen Figuren, in denen die Auswahl von Elementen immer eine 
Rolle spielt, ist eine diesbezügliche Ausdifferenzierung nicht möglich, es besteht 
weiterer Forschungsbedarf. Zu hinterfragen ist, weshalb die «Elementfixierung 
ohne feste Position» abgesehen von der Darstellung Halanis (2012) in anderen 
Studien nicht benannt wird. Möglich wäre beispielsweise, dass diese Strategie 
tatsächlich nicht verwendet wurde oder aber, dass diese aufgrund der fehlenden 
Berücksichtigung der Position nicht als Strategie identifiziert wurde.  
7.2 Figurspezifische Strategien 
Die Lösungsstrategien der Lernenden lassen 
sich, wie in Kapitel 5 erläutert, nicht alle 
vollständig durch die Betrachtung allgemei-
ner Strategien rekonstruieren, sondern beste-
hen oftmals aus Kombinationen von allge-
meinen und figurspezifischen Strategien und 
dem zugrundeliegenden Konzept zur Figu-
renbildung. Als figurspezifische Strategien 
werden dabei diejenigen Strukturierungsstra-
tegien klassifiziert, die sich auf den Einbe-
zug der besonderen Eigenschaften der zu 
erstellenden Figuren beziehen (vgl. 6.1.2).  
 
Im Folgenden wird zunächst genauer in den Blick genommen, wie Lernende die 
Wiederholung von Elementen in einem Objekt in ihren Strukturierungen be-
rücksichtigen, daran anknüpfend werden die Strategien, in denen die Vertau-
schung der Reihenfolge innerhalb der Objekte eine zentrale Rolle spielt, analy-
siert.  
Abb. 7.7 Figurspezifische Strate-
gien 
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Um die Besonderheiten figurspezifischer Strategien zu veranschaulichen, wird 
zunächst zu der jeweiligen kombinatorischen Figur jeweils eine Strukturie-
rungsstrategie mit und eine ohne Berücksichtigung einer figurspezifischen Stra-
tegie gegenübergestellt. Daran anknüpfend erfolgt ebenso, wie bei den allge-
meinen Strategien jeweils die Analyse des Vorgehens eines Lernenden, um die 
Besonderheiten der speziellen Strategie herauszuarbeiten. Da es sich um figur-
spezifische Strategien handelt, erfolgt die Verallgemeinerung über den Vergleich 
der Strategien in den verschiedenen Kontexten. Ausgehend von der Verallge-
meinerung der Strategie wird anschließend jeweils überprüft, inwiefern sich 
mittels der jeweiligen Strategie die Figurenmenge vollzählig erstellen bzw. 
strukturieren lässt. Zugleich wird betrachtet, welche Rolle die figurspezifischen 
Besonderheiten bei fachlichen Konzepten zur Anzahlbestimmung spielen. Ab-
schließend erfolgt jeweils der Rückbezug zur Literatur.   
7.2.1 Wiederholungsstrategien 
„Hier erst mal nur die gleichen Farben zweimal.“  
[fährt mit dem Finger neben den einfarbigen Objekten auf und ab] 
 
Lara, GSSTB, K. m. Wh., Eismann 
 
Exemplarisch für die Kombinationen mit Wiederholung erhielten die Lernenden 
die Aufgabenstellungen „Dominosteine“ und „Eismann“, in denen eine Menge 
mit vier und anschließend sukzessiv fünf, sechs und mehr Elementen vorgege-
ben war. Aus fachlicher Sicht sind für die Kombinationen mit Wiederholung die 
Verschiedenheit der möglichen zu kombinierenden Elemente sowie die mögli-
chen Wiederholungen von Elementen innerhalb der Objekte charakteristisch. 
Bezüglich der Lösung von Aufgaben des Typs Kombinationen mit Wiederho-
lung ist zu unterscheiden, wie die Lernenden mit Objekten umgehen, die gleiche 
Elemente enthalten. Entweder ist die Anzahl an gleichen Elementen in einem 
Objekt bedeutsam für die Strukturierungsstrategie oder diese spielt keine Rolle 






mit fester Position»  
und keine figurspezi-
fische Strategie  
Bilden aller Lösungen 





mente in den Objekten. 
Dokumentation des Erstellens der 
Lösungen: 
 
1-1, 1-2, 1-3, 1-4,  
2-2,2-3,2-4,  
3-3,3-4,  
4-4   
Evi, GSSTB, K. m. Wh., Dominostei-
ne 
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«Elementfixierung 
mit fester Position» 
und Wiederholungs-
strategie 
Bilden aller Lösungen 
mit Objekten, in denen 
zwei gleiche Elemente 
enthalten sind.  
Bilden aller Lösungen 
mit Objekten, in denen 
die Elemente verschie-
den sind, durch Ver-
wendung der «Element-
fixierung». 
Dokumentation des Erstellens der 
Lösungen: 
Leah erstellt der Reihe 
nach folgende Lösun-
gen: 
s-s, r-r, gr-gr, g-g 
 
s- r, s- gr, s- g 
r- gr, g-r 
Gr- g 
Leah, CGSB, K. m. Wh., Eismann 
Tab. 7.10 Strukturierungsstrategien mit und ohne Wiederholungsstrategie 
 
Insgesamt zeigt sich, dass für einen großen Teil der Lernenden die Anzahl der 
gleichen Elemente in einem Objekt von besonderer Bedeutung ist. Dies gilt 
insbesondere für Lernende, die in Teilen systematisch jedoch nicht vollständig 
systematisch vorgehen. Es ist insbesondere zu beobachten, dass einige Lernende 
die Lösungen erstellen, indem sie zunächst alle Objekte erstellen, die jeweils aus 
zwei gleichen Elementen bestehen und im Anschluss daran alle Objekte, die aus 
verschiedenen Elementen bestehen. Letztere ermitteln sie dabei ohne eine zu-
grundeliegende Strukturierung.  
 
Wiederholungsstrategien 
Unter Wiederholungsstrategien werden im Rahmen dieser Untersuchung dieje-
nigen figurspezifischen Strategien zusammengefasst, die die Anzahl der Ele-
mente in den zu erstellenden Figuren in der Strukturierung berücksichtigen. 
 
Die Wiederholungsstrategie wurde nicht nur im Kontext des Erstellens der Figu-
renmenge rekonstruiert, sondern wurde von vielen Lernenden auch bei der 
räumlichen Strukturierung der Figurenmenge genutzt und diente insbesondere 
der Begründung der Vollständigkeit aller Lösungen. Zugleich wurden auf der 
Grundlage dieser Strukturierung Rechnungen abgeleitet. 
7.2.1.1 Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von Leah 
und Evi 
Um das zentrale Charakteristikum der verwendeten Wiederholungsstrategie  zu 
verdeutlichen, werden exemplarisch die Lösungswege von Leah und Evi kon-
trastierend gegenübergestellt. 
Leah erhält den Auftrag die Eismannaufgabe zu lösen, sie notiert alle möglichen 
Lösungen und wird anschließend gebeten, die Vollständigkeit zu begründen.  
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Transkr. 7.4 Leahs Vorgehen (GSSTB, K. m. Wh., Eismann) 
 
s-s, r-r, gr-gr, g-g 
 




I.: Warum sind das alle? Kannst du mir das erklären? 
L.: Hier erst mal nur die gleichen Farben zweimal [fährt mit dem Finger ne-
ben den einfarbigen Lösungen auf und ab] 
L.: Und von gelb hab ich ja schon von jedem Mal [tippt die Lösungen mit 
gelben Plättchen nacheinander an] und das kann ich dann hier [zeigt auf 
den Platz in der unteren Reihe] nicht noch mal machen, weil es dann dop-
pelt wäre. 
L.: Bei grün genauso [tippt auf die Lösungen mit grünen Plättchen] und bei 
rot auch, nein, rot und grün ist schon zusammen. Das ist fast so wie ’ne 
Pyramide, wenn man es so hinlegt gerade.  
I.: Spitze! Wie viele hast du jetzt insgesamt gefunden? 
L.: 10 
Analyse des Vorgehens 
Leah legt zunächst alle möglichen Eishörnchen mit zwei gleichen Eiskugeln, 
anschließend legt sie systematisch mit Hilfe der «Elementfixierung mit fester 
Position» alle anderen Eishörnchen mit zwei Kugeln. Ihrem Vorgehen und ihren 
Aussagen lässt sich entnehmen, dass bei ihrer Lösungsfindung die Anzahl glei-
cher Elemente in einem Objekt von zentraler Bedeutung ist: „Hier erst mal nur 
die gleichen Farben zweimal [fährt mit dem Finger neben den einfarbigen Lö-
sungen auf und ab].“  
Evi erhält den Auftrag die Dominosteinaufgabe zu lösen, sie nimmt dabei eine 
andere Strukturierung vor. 
 
Transkr. 7.5 Evis Vorgehen (GSSB, K. m. Wh., Dominosteine) 
 
Evi notiert 1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 2-2,2-3,2-4, 3-3,3-4, 4-4 und legt die entstande-
nen Dominosteine dabei ungeordnet auf den Tisch. 
 
E.: So, das waren alle [schließt den Stift]. 
I.: Das ging ja fix. Wie viele hast du denn jetzt insgesamt gefunden? 
E.: [zieht die gefundenen Lösungen einzeln an die Seite und zählt einzeln 
ab.] 10. 
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I.: Aha. Und warum sind diese 10 jetzt alle? Warum bist du dir da sicher? 
Das hast du ja ganz schön schnell gesagt. 
E.: Ich hab 1 und 1, 1und 2, 1 und 3, 1 und 4 [nimmt jeweils den genann-
ten Dominostein und legt die Steine in eine Reihe nebeneinander]. Und 
das hab ich bei den Zweiern auch gemacht, bloß, dass ich da die 1 nicht 
genommen hab, weil die ja, sonst ja mit der [zeigt auf 1-2] umgekehrt 
wär. 
Analyse des Vorgehens 
Evi notiert zunächst alle Dominosteine, in denen das Punktmuster „1“ vor-
kommt. Anschließend notiert sie alle Dominosteine, in denen das Punktmuster 
„2“ vorkommt usw. Ihren Aussagen lässt sich entnehmen, welche Strategie sie 
dabei verfolgt hat: „Ich hab 1 und 1, 1und 2, 1 und 3, 1 und 4 [nimmt jeweils 
den genannten Dominostein und legt die Steine in eine Reihe nebeneinander]. 
Und das hab ich bei den Zweiern auch gemacht, bloß, dass ich da die 1 nicht 
genommen hab, weil die ja, sonst ja mit der [zeigt auf 1-2] umgekehrt wär.“ Sie 
bildet der Reihe nach mit einem festen Element im Sinne der «Elementfixierung 
mit fester Position» alle möglichen Kombinationen. In ihren Aussagen gibt es 
keinen Hinweis darauf, dass es für sie bedeutsam ist, ob gleiche oder verschie-
dene Elemente zu einem Objekt kombiniert werden. 
Vergleich der Vorgehensweisen von Leah und Evi 
Leah und Evi verwenden beide zur Lösungsfindung die «Elementfixierung mit 
fester Position» (vgl. 5.2.1.1). Leah bildet jedoch zunächst eine Klasse an Lö-
sungen, in der alle Objekte vorkommen, die aus zwei gleichen Elementen beste-
hen. Evi hingegen ordnet diese in jeweiligen Klassen ein. An der Vorgehenswei-
se von Leah sowie ihrer anschließenden Beschreibung des Vorgehens, wird 
exemplarisch für eine Reihe weiterer Kinder deutlich, dass sie Figuren mit Wie-
derholungen von Elementen als gesonderte Klasse betrachten. Sie nehmen eine 
Fokussierung auf die Anzahl gleicher Elemente in einer Figur vor und Bilden 
Klassen von Figuren, die jeweils die gleiche Anzahl an ununterscheidbaren 
Elementen in einer Figur enthalten. Evi hingegen bettet die Objekte mit Wieder-
holungen ein, ihr Fokus liegt alleinig darauf, ausschöpfend alle Objekte mit 
einem bestimmten Element zu finden. Die beiden beschriebenen Vorgehenswei-
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7.2.1.2 Verallgemeinerung der Strategie 
Ebenso, wie bei der Eismannaufgabe, berücksichtigten Lernende auch bei der 
Dominosteinaufgabe die Anzahl gleicher Elemente in einem Objekt in ihrem 
strategischen Vorgehen.  
 
«Anzahlfixierung» bei der Aufgabe 
Dominosteine 
«Anzahlfixierung» bei der Aufgabe 
Eismann 
Dokumentation des Erstellens der Lösun-
gen: 
 
Martin erstellt der Reihe 
nach folgende Lösungen 
und legt diese ohne weitere 
Strukturierung auf den 
Tisch; 
1-1; 2-2; 3-3; 4-4 
1-2; 1-3; 1-4; 2-3; 2-4; 3-4;  
 
Martin, KGSW, K. m. Wh., Dominosteine 
Dokumentation des Erstellens der 
Lösungen: 
Leah erstellt der Reihe 
nach folgende Lösungen: 
s-s, r-r, gr-gr, g-g 
 
s-r, s- gr, s- g 
r- gr, r- g 
gr- g 
Leah, GSSTB, K. m. Wh., Eismann 
Tab. 7.11 Strategie «Anzahlfixierung» in verschiedenen Kontexten 
 
Zudem ist diese Strategie auch in Kombination mit der allgemeinen Strategie 
«Disjunkte Paarbildung» zu beobachten oder wird ohne eine allgemeine Strate-
gie verwendet. Auf der Grundlage der Strukturierungen der Lernenden ist die 
Wiederholungsstrategie folgendermaßen zu verallgemeinern:  
 
«Anzahlfixierung» 
1. Erstelle eine Menge, in der in jeder Figur die Anzahl der gleichen Elemente 
übereinstimmt.  
2. Erstelle eine weitere Menge, in der ebenfalls in jeder Figur die Anzahl der 
gleichen Elemente übereinstimmt. Die erstellten Figuren dürfen in der Anzahl 
an gleichen Elementen nicht mit den in Schritt 1 erstellten Figuren überein-
stimmen.  
3. Erstelle wie in 2. alle weiteren Mengen, bis es keine Figuren mehr gibt, die 
sich in der Anzahl an gleichen Elementen in den Objekten von den bereits 
erstellten unterscheiden.  
Abb. 7.8 Verallgemeinerung der Wiederholungsstrategie 
 
  
214 Strukturierungsstrategien  
7.2.1.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Einige Lernende ermittelten die Anzahl aller Kombinationen mit Wiederholung, 
mittels der Strategie der «Anzahlfixierung». Der Verallgemeinerung der Strate-
gie ist zu entnehmen, zwei Mengen gebildet werden: Die Menge aller Kombina-
tionen mit einer festen Anzahl an Wiederholungen (für die gegebenen Aufga-
benstellungen genau zwei gleiche Elemente) und die Menge aller Kombinatio-
nen ohne Wiederholung in einem Objekt.  
Es stellt sich ebenso, wie für die allgemeinen Strategien, die Frage, welche der 
bereits benannten Bedingungen für die Einteilung der Figurenmenge in Klassen 
durch diese Strukturierung berücksichtigt werden. Anders als bei den allgemei-
nen Strategien wird zur Überprüfung keine tabellarische Darstellung verwendet, 
da in diesem Fall nur die Figuren des Typs Kombinationen mit Wiederholung 
betrachtet werden.  
 
Kriterium zur Klasseneinteilung der Figuren-
menge 
 erfüllt 
 nicht erfüllt 
Vollständigkeit der Objekte innerhalb einer Klasse 
 
  
Vollständigkeit der Anzahl der Klassen 
 
  
Disjunktheit der Klassen  
 
  
Tab. 7.12 Beziehung zwischen der Strategie «Anzahlfixierung» und der Einteilung 
einer Menge in Klassen 
 
a) Vollständigkeit der Objekte innerhalb einer Klasse 
Dieses Kriterium wird durch die «Anzahlfixierung» nicht erfüllt. Die Strategie 
bezieht sich zunächst auf das Bilden zweier Mengen. Die Vollständigkeit der 
Figuren innerhalb der Strategie, muss insbesondere für die Menge aller Objekte, 
die aus verschiedenen Elementen zusammengesetzt wurden, durch ein zusätzli-
ches strategisches Vorgehen sichergestellt werden.  
 
b) Vollständigkeit der Klassen 
Aus fachlicher Sicht grenzen sich die Kombinationen mit Wiederholung von 
den Kombinationen ohne Wiederholung dadurch ab, dass auch Wiederholungen 
der einzelnen Elemente in den zu erstellenden Objekten erlaubt sind. Insofern 
lassen sich die Kombinationen ohne Wiederholung als Teilmenge der Kombina-
tionen mit Wiederholung auffassen. Es ist entsprechend möglich, die Menge der 
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Kombinationen mit Wiederholung in zwei Teilmengen zu zerlegen: Die Menge 
der Kombinationen ohne Wiederholung und die Restmenge. Das bedeutet für 
die gegebenen Problemstellungen in die Menge der Kombinationen, in denen 
genau zwei gleiche Elemente enthalten sind und die Menge der Kombinationen, 
in denen alle Elemente verschieden sind. Bei letzterer handelt es sich entspre-
chend um die Kombinationen ohne Wiederholung. Ihre Vereinigung entspricht 
genau den Kombinationen mit Wiederholung für zwei Elemente. 
 
c) Disjunktheit der Objekte in den Klassen 
Es stellt sich die Frage, ob eine disjunkte Klasseneinteilung durch das Vorgehen 
der Lernenden gewährleistet ist. Die Lernenden bilden eine Menge, die alle 
Objekte enthält, in denen zwei gleiche Elemente vorkommen, zusätzlich bilden 
sie eine Klasse, in der Elemente enthalten sind, die zwei voneinander verschie-
dene Elemente enthalten. Die so gebildeten Klassen sind demnach disjunkt, da 
ein Objekt aus zwei Elementen nicht gleichzeitig zwei Elemente enthalten kann, 
die gleich sind und zugleich zwei, die voneinander zu unterscheidenden sind. 
 
Das Vorgehen der Lernenden zerlegt insofern für Fragestellungen, in denen aus 
einer beliebig großen Menge von Elementen immer zwei Elemente miteinander 
kombiniert werden sollen, die gesuchte Menge in zwei zueinander disjunkte 
Teilmengen. Die Vollständigkeit der Klassen ist hingegen nicht gewährleistet. 
Zudem ist die Tragfähigkeit der «Anzahlfixierung» bei der Übertragung auf eine 
größere Menge an Ausgangselementen oder eine Zusammensetzung mehrerer 
Elemente zu einem Objekt tragfähig ist zu überprüfen.  
7.2.1.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Das Vorgehen der Lernenden kann im Sinne Hoffmanns (2003) als Lösungssu-
che in Phasen aufgefasst werden (vgl. 2.4). Die Phasen orientieren sich dabei an 
der Anzahl gleicher Elemente in einem Objekt. Da English (1988) Aufgabenstel-
lungen zum Kreuzprodukt betrachtet, gibt es auch in ihren Untersuchungen 
keine Hinweise auf dieses Vorgehen. Die hier beschriebene Fokussierung auf die 
Anzahl gleicher Elemente in einem Objekt wurde in den Untersuchungen von 
Piaget und Inhelder (1958, 1975) ebenfalls nicht explizit beschrieben. Eine 
genauere Betrachtung der von Piaget und Inhelder als «Suche nach System»  
und «Suche mit System»  klassifizierten Strategien bei Variationen mit Wieder-
holung zeigt jedoch sehr große Gemeinsamkeiten auf, so ermitteln sowohl Ger 
als auch Mat und Ala die Anzahl aller Variationen mit Wiederholung im Kontext 
zweistelliger Ziffernkarten, indem sie zunächst diejenigen zweistelligen Zahlen 
bilden, in denen zwei gleiche Ziffern vorkommen (vgl. 2.41 dort Tab. (2.13)) 
Exemplarisch sei an dieser Stelle Mats Strategie dargestellt:  
 
  
216 Strukturierungsstrategien  
Transkr. 7.6 Mats Strategie (Piaget & Inhelder 1975, S. 206) 
M.:  Three, no more than that. Six I believe. He makes one after the other 12, 21, 33, 
11, 22, 23, 32, 13 und 31 and keeps looking around to see, if he has made them all. 
I.:    If you think about it, can you know if you made all there are? 
M.:  No, oh, yes, I can look to see if there are 1, 2 and 3 (in equal number) and if we 
made all the pairs. 
 
Weitere Hinweise auf ein ähnliches Vorgehen finden sich jedoch in den Ausfüh-
rungen von Maher und Martino (1992a, 1992b) zur Lösung von Variationsprob-
lemen mit Wiederholung, in denen Türme aus zwei verschiedenen Farben er-
stellt werden müssen. Sie beschreiben (ähnlich wie Hoffmanns «Lösungssuche 
in Phasen»), dass Lernende Gruppen, die sogenannten «Families» , mit be-
stimmten Eigenschaften bilden. Diese enthält alle Figuren, die die gleiche An-
zahl an Elementen in einem Objekt beinhalten.  
Aus diesem Zusammenhang ist insofern zu folgern, dass es sich bei der «An-
zahlfixierung»  um eine Strategie handelt, die nicht zwangsläufig nur bei Kom-
binationen mit Wiederholung eingesetzt wird, sondern auch bei Variationen mit 
Wiederholung. Aus den in Kapitel 2 referierten Studien gibt es jedoch keine 
Hinweise darauf, dass auch bei Permutationen mit Wiederholung eine ähnliche 
Strategie zu beobachten ist. Diesbezüglich ist jedoch zu berücksichtigen, dass 
bei Permutationen keine Auswahl aus einer Menge an Elementen getroffen 
werden muss. 
7.2.2 Vertauschungsstrategien 
„Wenn man immer die Tauschaufgabe sozusagen rechnet  
dann kommt man davon auf 6,  
dann muss ja immer in einer Gruppe 6 sein,  
und dann 6 und dann doppelt genommen.“ 
 
Meike, GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten  
 
 
Exemplarisch für die Variationen ohne Wiederholung erhielten die Lernenden 
die Aufgabenstellungen „Zahlen aus Ziffernkarten“ und „Türme bauen“, in 
denen eine Menge mit vier und anschließend sukzessive fünf, sechs und mehr 
Elementen vorgegeben war. Aus fachlicher Sicht sind für die Variationen ohne 
Wiederholung die Auswahl von Objekten aus einer gegebenen Menge sowie 
erlaubte Vertauschung der Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Objekts 
charakteristisch (vgl. 1.2.3).  
Hinsichtlich der Lösung von Variationen ohne Wiederholung spielt die Vertau-
schung der Reihenfolge der Elemente in den Vorgehensweisen der Lernenden 
eine bedeutsame Rolle. Sie sprechen in diesem Kontext von Tauschpaaren oder 
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Tauschaufgaben. Insgesamt waren im Rahmen der Untersuchung drei Strategien 
zu beobachten, die die Vertauschung der Reihenfolge der Elemente betreffen. 
Zusätzlich wurde auch von einigen Lernenden eine Mischform aus zwei Strate-
gien verwendet. Die Tabelle zeigt jeweils ein Beispiel, in dem ein Lernender die 
Vertauschung der Anordnung nicht in seinem strategischen Vorgehen berück-
sichtigt und eines, in dem diese berücksichtigt wird.  
 
Tab. 7.13 Strukturierungsstrategien mit und ohne Vertauschungssstrategie 
Jasmins Vorgehen ist zu entnehmen, dass diese jeweils alle zweistelligen Zahlen 
zu einer ausgewählten Ziffer bildet und dabei die Position der Ziffer konstant 
hält. Meike notiert alle möglichen Türme, in der eine ausgewählte Farbe enthal-
ten ist, sie vertauscht jedoch im Anschluss auch jeweils die Anordnung der Far-
ben in den Türmen. Strategien, wie Meikes, die die Vertauschung der Anord-




Unter Vertauschungsstrategien werden im Rahmen dieser Untersuchung dieje-
nigen figurspezifischen Strategien zusammengefasst, die die Anordnung der 
Elemente in den zu erstellenden Figuren in der Strukturierung berücksichtigen. 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«Elementfixierung 
mit fester Position» 
Alle Lösungen werden unter Verwen-
dung der «Elementfixierung mit fester 
Position»  erstellt. Die Vertauschung 
der Anordnung der Elemente in den 
Objekten wird bei der Strukturierung 
nicht weiter berücksichtigt.  
 
Jasmin, KGSD, V. o. 






Es werden alle Türme erstellt, die den 
Baustein rot enthalten (erste Reihe), 
dann zu grün (zweite Reihe), dann zu 
rot (dritte Reihe). Sobald alle Kombi-
nationen mit rot erstellt sind (rot-gelb; 
grün-rot, schwarz-rot), wird die An-
ordnung vertauscht (gelb-rot; rot-
grün, rot-schwarz), gleiches gilt für 
grün und für rot. 
Meike, GSSTB, V. o. 
Wh., Türme bauen 
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Lernende verwendeten die drei figurspezifischen Strategien sowie eine Misch-
form dieser figurspezifischen Strategien alleine oder in Kombination mit den 
allgemeinen Strategiebausteinen «Disjunkte Paarbildung» und «Elementfixie-
rung mit und ohne feste Position». Sie traten dabei sowohl beim Erstellen der 
Figurenmenge als auch bei der räumlichen Strukturierung der Figurenmenge auf 
und dienten oftmals auch zur Begründung der Vollständigkeit aller Lösungen.  
Zugleich wurden auf der Grundlage dieser Strukturierungen entsprechende 
additive und multiplikative Rechnungen abgeleitet. 
 
Um die Unterschiede zwischen den Vertauschungsstrategien zu verdeutlichen, 
werden exemplarisch die Lösungswege von Ivonne, Marie und Lil kontrastie-
rend gegenübergestellt. Auf eine Gegenüberstellung zu Vorgehensweisen, bei 
denen die Vertauschung nicht berücksichtigt wird und die gesamte Strukturie-
rungsstrategie aus einer allgemeinen Strategie besteht, wird verzichtet, da dies 
bereits exemplarisch bei den Kombinationen mit Wiederholung vorgenommen 
wurde. Ebenso wird auf eine genauere Betrachtung aller figurspezifischen 
Strukturierungsstrategien zur Vertauschung der Anordnung in den Objekten 
verzichtet, da diese sich analog zu den im Folgenden vorgenommenen Verglei-
chen ergibt. 
7.2.2.1 Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von  Ivonne, 
Marie und Lil 
Ivonne erhielt als erste Aufgabe den Auftrag herauszufinden, wie viele zweistel-
lige Zahlen man aus vier verschiedenen Ziffernkarten bilden kann.  
 
Transkr. 7.7 Ivonnes Vorgehen (KGSW, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
 
Iv.: Ok. [Notiert: 21, 12, 24, 42; 32, 23 und vertauscht dabei jeweils die Reihenfol-
ge der Karten. Nimmt 43, notiert 43, vertauscht die Reihenfolge der beiden  
Ziffernkarten zu 34 und notiert 34.Nimmt die Ziffernkarten 31 und legt 3-1. 
Notiert 31. Vertauscht die Reihenfolge der Ziffernkarten und notiert 13. Be-
trachtet die bereits gefundenen Lösungen. Schaut abwechselnd auf die bereits 
gefundenen Lösungen und die vor ihr liegenden Ziffernkarten.] Ich bin mir 
sicher, dass ich alle gefunden hab. 
I.: Aha. Du bist dir sicher, dass du schon alle hast? 
Iv.: Ja. 
I.: Kannst du mir denn erklären, wie du die Aufgabe gelöst hast? 
Iv.: Also ich hab erst alle mit der 2. Danach hab ich die 23 gemacht. Danach hab 
ich´s gewechselt [nimmt 23] und hab daraus die 32 gemacht. 
Und dann hab ich´s immer so weiter gemacht. Zum Beispiel hier ist jetzt die 43 
da hab ich hier die 34 gemacht. Da ist die 31 und da ist die 13. Ich hab alles 
umgetauscht 
I.: Aha, und woher weißt du…Also ich hab gesehen, dass du alle getauscht hast, 
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Analyse des Vorgehens 
Ivonnes Aussage: „Also ich hab erst alle mit der 2.“ zeigt auf, dass sie ebenfalls 
systematisch alle Lösungen zu einem festen Element sucht, bevor sie anschlie-
ßend ein neues Element ausgewählt („Also ich hab… Ich bin fertig mit der 2, 
dann mach ich jetzt mit der 4. 34, 43, 14, 41. Dann hab ich immer so weiter 
gemacht und dann getauscht.“). Sie verwendet demnach den Strategiebaustein 
«Elementfixierung mit fester Position»“. Ihr Vorgehen und ihre Aussagen zei-
gen ein weiteres Handlungsmuster auf: Innerhalb der Klassen, die sie mit einem 
Element bildet, bildet sie jeweils direkt die Vertauschung der Reihenfolge der 
Elemente: „Danach hab ich die 23 gemacht. Danach hab ich´s gewechselt 
[nimmt 23] und hab daraus die 32 gemacht. Und dann hab ich´s immer so wei-
ter gemacht. Zum Beispiel hier ist jetzt die 43 da hab ich hier die 34 gemacht. 
Da ist die 31 und da ist die 13. Ich hab alles umgetauscht.“ 
 
Marie erhielt ebenfalls den Auftrag, die Anzahl aller zweistelligen Zahlen aus 
vier Ziffernkarten zu ermitteln. Sie greift in ihrem strategischen Vorgehen eben-
falls auf die Anordnung der Elemente in den Figuren zurück, nutzt diese Eigen-
schaft jedoch anders als Yvonne. 
  
Transkr. 7.8 Maries Vorgehen (GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
Marie legt und notiert zunächst folgende Lösungen: 
12;14;13 
21; 41; 31 
M.: Die hab ich alle. Dann brauch ich keine mehr mit 1 machen. 
Marie legt und notiert: 
aber woher weißt du denn, dass das wirklich alle sind? Das steht hier noch mal. 
Warum sind das alle? Begründe! 
Iv.: Also ich bin mir so sicher, weil ich schon alles gemacht hab mit der 2, mit der 
4, mit der 1und der 3.  
I.: Kannst du mir das noch mal zeigen? 
Iv.: Ja. Ich hab also erst mit der 1 zum Beispiel dann hab ich die 21 gemacht und 
dann die zwölf. Dann hab ich die 4 genommen, die 24 und die 42. Hab die 
weggelegt [legt 4 zur Seite]. 
Die 23 und die 32 [vertauscht jeweils die Reihenfolge der Ziffern]. Bin fertig 
mit der 2 [legt die 2 oben rechts an den Rand], dann mach ich jetzt mit der 4. 
[Nimmt die 4 hinzu] 34 [vertauscht die Reihenfolge] und 43  [legt die 3 zur 
Seite nimmt 1]. 14 und 41[Legt die 4 zur 2]. Dann hab ich`s immer so weiter 
gemacht [nimmt 3 und 1 und vertauscht die Reihenfolge]. Deshalb bin ich mir 
sicher, dass  ich fertig bin. 
I.:  Ok. Super. Kannst du mir sagen, wie viele das sind, ohne dass du die jetzt 
einzeln zählen musst? 
Iv.: [Tippt zunächst die Karten einzeln an]  2,4,6,8,10. 
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24;23 
32;42 
M.: Jetzt brauch ich nur noch 43  [vertauscht die Ziffernkarten, so dass sie eine 34 er-
hält] 34  [Notiert: 43, 34] 
M.: Fertig. 
Analyse des Vorgehens 
Marie bildet zunächst im Sinne der Strategie  «Elementfixierung mit fester Posi-
tion» alle möglichen Kombinationen, die mit der Ziffer 1 an erster Stelle mög-
lich sind. Anschließend vertauscht sie zu jeder der notierten Zahlen die Reihen-
folge der Anordnung der Ziffern und weist auf die Vollständigkeit der gefunde-
nen Lösungen für die Ziffer 1 hin.  Im nächsten Schritt erstellt sie in Abhängig-
keit von den bereits gefundenen Lösungen wieder zunächst alle möglichen 
Kombinationen, in diesem Fall mit der Ziffer 2 an erster Stelle. Daran anknüp-
fend vertauscht sie wiederum die Reihenfolge der Anordnung der Ziffern. Ein 
analoges Vorgehen verwendet sie für die Ziffer 3.  
 
Lil bearbeitete die Turmaufgabe und verwendete dabei ein Vorgehen, welches 
von Yvonnes und Maries zu unterscheiden ist. 
 
Transkr. 7.9 Lils Vorgehen (CGSB, V. o. Wh., Türme bauen) 
Zur Situation: Lil erhält den Auftrag die Turmaufgabe zu lösen. Dazu baut und 
notiert sie zunächst 6 Lösungen [baut und notiert: s-r; r-g; gr-r; legt r zur Seite, 
baut und notiert gr-g, gr-s, legt gr zur Seite, baut g-s]  und legt diese wie folgt auf 
den Tisch:   
s r gr gr gr g 
r g r g s s 
 
Anschließend notiert sie zu jeder der bereits gefundenen Lösungen eine weitere 
Lösung, in der die Reihenfolge der Farben vertauscht ist, und ordnet die 12 Lösun-




       g s  
    r s  s g  
    s r     
        gr s 
      gr 
gr 
g s gr 
g r  gr r  g gr   
g g  r gr      
 
L.: Ich hab 6 und dann doppelt genommen. Also 12. 
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Analyse des Vorgehens 
Lil bildet zunächst alle möglichen Kombinationen, die aus den gegebenen Bau-
steinen möglich sind. Dabei geht sie strukturiert vor und verwendet zur Lö-
sungsfindung die «Elementfixierung ohne feste Position» (baut und notiert: s-r; 
r-g; gr-r; legt r zur Seite, baut und notiert gr-g, gr-s, legt gr zur Seite, baut g-s). 
Die Vollständigkeit der Lösungen begründet sie ebenfalls über die «Elementfi-
xierung» („Weil ich von jedem schwarz, also gelb mit schwarz, grün mit 
schwarz und rot mit schwarz und es geht ja nicht schwarz mit schwarz. Weil ich 
jetzt von allen Sorten hab. Ich hab auch alle Farben mit allen Farben“). Im 
Anschluss vertauscht sie ausgehend von dem ersten gebildeten Turm systema-
tisch die Anordnung der Bausteine in den Türmen: „Ich hab 6 und dann doppelt 
genommen.“ 
Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von Ivonne, 
Marie und Lil 
Der Vergleich der Vorgehensweisen der drei Lernenden zeit, dass Ivonne zu-
nächst eine Kombination auswählt und jeweils direkt die dazugehörige Permuta-
tion bildet, bevor sie eine neue Kombination auswählt. Marie hingegen erstellt 
zunächst alle Figuren mit einem festen Element an einer festen Position und 
bildet daran anknüpfend zu den erstellten Kombinationen alle Permutationen. 
Lil bildet zunächst alle Kombinationen ohne Wiederholung systematisch mittels 
der «Elementfixierung» und anschließend die möglichen Permutationen zu den 
gegebenen Kombinationen ohne Wiederholung. Diese Vorgehensweisen sind bei 
der Lösung der Problemstellungen zur Variationen ohne Wiederholung bei vie-
len Lernenden beobachten. 
7.2.2.2 Verallgemeinerung der Strategien 
Die drei figurspezifischen Strategien zur Vertauschung der Reihenfolge der 
Elemente in den Figuren waren sowohl bei der Aufgabenstellung „Zahlen aus 
Ziffernkarten“ als auch bei der Aufgabenstellung „Türme bauen“  zu identifizie-
ren, die Tabelle (Tab. 7.13) gibt einen Überblick. 
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21; 41; 31 
M.: Die hab ich alle. Dann brauch 
ich keine mehr mit 1 machen. 
M notiert: 24; 23 
32;42 
 
M.: Jetzt brauch ich nur noch 43,  
[vertauscht die Ziffernkarten, so 
dass sie eine 34 erhält] 34.  
 M. notiert:  43 
34 
Marie, GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus 
Ziffernkarten 









Marko, CGSB, V. o. Wh., Zahlen aus 
Ziffernkarten 
M. notiert Lösungen und ordnet 
diese folgendermaßen auf dem 
Tisch an: 
12 13 14 
23 24  
34   
   
21 31 41 
32 42  
43   
Lil notiert:  
s                  r gr gr gr g s 
r                      g   r s g s g 
Anschließend bildet sie zu 
jeden Turm die Vertauschung 
und ordnet diese wie folgt an: 
 
Lil, CGSB, V. o. Wh., Türme 
bauen 
Tab.7.14 Strategien zur Vertauschung der Reihenfolge in verschiedenen Kontexten 
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Auf der Grundlage der Analyse der Strukturierungen der Lernenden in beiden 
Kontexten ergeben sich für die Strategien zur Vertauschung der Anordnung in 
den Objekten folgende in dynamischer Sicht formulierte Verallgemeinerungen:  
 
«Einzelvertauschung» 
1. Erstelle eine Kombination und vertausche anschließend die Reihenfolge 
der Anordnung der ausgewählten Elemente auf alle möglichen Weisen, um 
neue Kombinationen zu erstellen.   
2. Bilde eine neue Kombination und dazu alle möglichen Vertauschungen der 
Anordnungen der Elemente. 
3. Bilde zu jeder nachfolgenden neuen Kombination ebenfalls alle möglichen 
Vertauschungen der Anordnungen der Elemente. 
«Gruppenvertauschung» 
1. Bilde nach einer festen Regel eine Gruppe von Kombinationen und vertau-
sche zu den gebildeten Kombinationen die Reihenfolge der Anordnung der 
Elemente. 
2. Bilde nach einer weiteren festen Regel eine Gruppe von Kombinationen 
und vertausche zu den gebildeten Kombinationen die Reihenfolge der An-
ordnung der Elemente. 
3. Bilde zu jeder weiteren Gruppe ebenfalls alle möglichen Figuren, in denen 
die Reihenfolge der Anordnung der Elemente vertauscht ist. 
«Gesamtvertauschung» 
1. Erstelle alle möglichen Kombinationen. 
2. Vertausche zu den gebildeten Kombinationen die Reihenfolge der Anord-
nung der Elemente. 
Abb. 7.9 Verallgemeinerung der Vertauschungsstrategien 
7.2.2.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Ein Vergleich der Strategien mit den in der Literatur dargestellten Sichtweisen 
auf die Variationen ohne Wiederholung zeigt Gemeinsamkeiten auf.  Kütting 
und Sauer (2008, S. 87) sprechen anstelle von Variationen ohne Wiederholung 
auch von „k-Permutationen ohne Wiederholung aus n Elementen“. Sie betonen 
demnach den engen Zusammenhang zwischen den Variationen und den Permu-
tationen. Bernoulli hingegen nennt die gesuchten Figuren „Combinationen in 
Verbindung mit ihren Permutationen“ (1713, nach deutscher Übersetzung von 
Haussner 1899, S. 124). Er bezieht sich auf den Zusammenhang zwischen den 
beiden Figuren. Entsprechend sind in Selektionsproblemen Auswahlen von einer 
  
224 Strukturierungsstrategien  
bestimmten Anzahl an Elementen einer gegebenen Menge sowie alle Möglich-
keiten, diese auf verschiedene Art und Weise anzuordnen, gesucht. Damit lässt 
sich die Anzahlbestimmung von Variationen ohne Wiederholung durch zwei 
Fragen im Selektionsmodell beantworten (vgl. Kütting & Sauer 2008, S. 87): 
 Wie viele Auswahlen von n (hier zwei) Elementen sind möglich?  
 Wie viele Vertauschungen der jeweils ausgewählten Elemente sind 
möglich?  
Es geht entsprechend darum, alle möglichen Auswahlen von einer vorgegebenen 
Anzahl an Elementen zu treffen und alle möglichen Anordnungen zu den Aus-
wahlen zu bilden. Die von den Lernenden verwendeten figurspezifischen Lö-
sungsstrategien beziehen die beiden Fragestellungen in die Strukturierung der 
Lösungsfindung ein. Bei der Strategie «Einzelvertauschung» werden jeweils zu 
einem ausgewählten Element direkt alle Vertauschungen erstellt, in den einzel-
nen Schritten werden sukzessive die Kombinationen erstellt. Bei der Strategie 
«Gruppenvertauschung» werden jeweils zu einer erstellten Gruppe alle Vertau-
schungen hergestellt. Bei der Strategie «Gesamtvertauschung» werden zunächst 
alle möglichen Kombinationen erstellt, im Anschluss daran werden die Vertau-
schungen der jeweiligen Elemente gebildet. Diese gemeinsame Strukturierung 
zeigt insbesondere die enge Verknüpfung zwischen fachlichen Konzepten und 
den Konzepten der Lernenden. Unter dieser Perspektive ist es von besonderem 
Interesse auch genauer zu schauen, welche Schwierigkeiten sich in früheren 
Strategien zur Anzahlbestimmung zeigen. Zugleich weist die enge Verbindung 
auf die grundsätzlich sinnvolle Strukturierung hin. Ausgehend von diesen Bezü-
gen stellt sich dennoch die Frage, welchen Beitrag die figurspezifischen Struktu-
rierungen zur vollzähligen Strukturierung der Figurenmenge für die im Rahmen 














































Tab. 7.15 Beziehung zwischen den Vertauschungsstrategien und der Einteilung einer 
Menge in Klassen 
 
Die Strategie «Einzelvertauschung» bildet direkt zu jeder erstellten Figur eine 
weitere Figur, in der die Anordnung der Elemente vertauscht ist. Die erstellte 
Figur lässt sich gemeinsam mit seinem Tauschpaar als Klasse aller Lösungen zu 
  
Figurspezifische Strategien 225 
der Kombination von zwei Elementen auffassen. Die Strategie stellt für diese 
Klasse jeweils sicher, dass sie alle Figuren enthält. Insofern stellt die Strategie 
sicher, dass die Anzahl aller Objekte in den Teilmengen vollständig ist. Sie hat 
jedoch keinen Einfluss darauf, inwiefern die Anzahl aller Klassen vollständig 
ist, dazu ist eine weitere Strategie notwendig. Die Disjunktheit der Objekte ist 
auch nicht zwangsläufig gegeben, da es möglich ist, dass die Auswahl zweier 
Elemente mehrfach getroffen wird und entsprechend auch die Vertauschung 
erstellt wird. 
Die Strategie «Gruppenvertauschung» bildet die Vertauschung von Figuren zu 
einer gebildeten Gruppe. Sie stellt insofern sicher, das zu jeder gebildeten Figur 
die Vertauschung gegeben ist, hat jedoch keinen Einfluss darauf, ob zunächst 
alle Figuren zu einer Gruppe gebildet wurden und ebenso wenig darauf, ob alle 
Klassen erstellt wurden. 
Bei der Strategie «Gesamtvertauschung» werden zunächst Kombinationen be-
stimmt. Ist dieser Prozess abgeschlossen, so werden im nächsten Schritt alle 
Vertauschungen zu den erstellten Kombinationen erstellt. Insofern ist auch hier 
sichergestellt, dass die Anzahl alle Vertauschungen erstellt wurden, nicht jedoch 
zwangläufig auch alle Kombinationen. Die Strategie lässt sich auf zwei Weisen 
deuten: Entweder entstehen zwei Klassen von Lösungen: In der ersten sind alle 
erstellten Kombinationen enthalten und in der zweiten die dazugehörigen Varia-
tionen. In diesem Fall wäre die Anzahl der Klassen sichergestellt, nicht jedoch 
die Disjunktheit und die Anzahl der Objekte in den Klassen. Diese sind jeweils 
von der Vollständigkeit der erstellten Kombinationen abhängig. Oder das Erstel-
len der Variationen wird als weiteres Füllen der Klasse gedeutet. Die erstellten 
Variationen werden dann jeweils einer Kombination zugeordnet. Unter dieser 
Perspektive stellt die Strategie ebenso wie die Strategie «Einzelvertauschung» 
die Anzahl aller Objekte in den Klassen sicher, nicht jedoch die beiden anderen 





Abb. 7.10 Tims Strategie zur Lösung der Aufgabe Zahlen aus Ziffernkarten 
 
Dieser Strukturierung ist zu entnehmen, dass sie gewährleistet zu den erstellten 
Objekten alle Vertauschungen hergestellt zu haben, jedoch nicht auch alle mög-
lichen Kombinationen aus zwei Bausteinen zu erstellen, also alle Klassen an 
Lösungen zu erstellen. Tims Strukturierung zu der Aufgabe Zahlen aus Ziffern-
karten zeigt zudem, dass die Vertauschung der Reihenfolge auch von Lernenden 
berücksichtigt wird, die die Figurenmenge unvollständig erstellen. 
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Transkr. 7.10 Tims Strategie (KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
Zur Situation: Tim erhält den Auftrag, die Anzahl aller möglichen zweistelligen Zahlen 
aus vier Ziffernkarten zu bestimmen. Er erstellt und  notiert der Reihe nach die nebenste-






T.:  Und ja, ich hab alle. 
I.: Woher weißt du, dass das alle sind? 
T.: Hmm (...) weil, weil ich die gelegt habe und ich hab’s so gemacht dass zum 
Beispiel hier war ne 34 und hier ne 12 [T. legt die Karten hin.], dann hab ich die 
sofort gewechselt [T. legt die 4 vor die 3] sind 43 und dann [T. legt die 2 vor die 
1.], ne 21. Dann hab ich sie ausgetauscht [T. tauscht 4 und 1] und da war ne 13 
und da ne 24 und dann hab ich die wieder umgedreht [T. legt die 4 vor die 2] 
und da stand ne 42 und da ne 13. 
 
Tims Vorgehen ist zu entnehmen, dass er insgesamt acht der zwölf gesuchten 
Lösungen ermittelt. Dabei ist seiner Begründung zu entnehmen, dass er in sei-
nem Vorgehen darauf fokussiert, zu jeder gebildeten Figur die Vertauschung der 
Anordnung vorzunehmen und so eine weitere Figur zu erzeugen. Dazu  erstellt 
er zunähst disjunkte Paare und im Anschluss daran im Sinne der «Gruppenver-
tauschung» die jeweiligen Permutationen zu den erstellten Figuren, anschlie-
ßend verwendet er die «Einzelvertauschung» bildet jedoch auch hier weiter 
disjunkte Paare. Das unvollständige Erstellen der Figurenmenge konnte insge-
samt im Rahmen dieser Arbeit besonders häufig bei Strukturierungen, die 
Mischformen enthalten, rekonstruiert werden und bei Strukturierungen, in denen 
eine Strategie nicht vollständig angewendet wurde. 
7.2.2.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
In der Literatur gibt es Hinweise darauf, dass Lernende auch im Bereich anderer 
Aufgabenstellungen ebenfalls zunächst zu einer bereits erstellten Figur oder 
einer Auswahl an Figuren alle möglichen Permutationen bilden 
Hinsichtlich der Strategien «Gruppenvertauschung» und «Gesamtvertauschung» 
wurden keine Berührungspunkte zu den vorherigen Studien identifiziert. Die 
von Martino (1992) beschriebene Strategie «Families» weist jedoch große Ähn-
lichkeiten zum Strategiebaustein «Einzelvertauschung» auf. So beschreibt sie 
die «4-1 Family», in der ein roter und vier weiße Steine verwendet werden, bis 
alle möglichen Vertauschungen zu diesen Bausteinen gefunden sind. Um die 
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Vollständigkeit zu sichern, verwendeten die Lernenden dabei ein Treppenmuster. 
Mittels dieser Strategie wurden alle möglichen Permutationen zu einer festen 
Kombination an Elementen gebildet (vgl. Martino 1992, S. 255). Auch in dem 
von Hofmann beschriebenen «Positionsprinzip» werden alle Vertauschungen 
gebildet: „Beim Erstellen der Kombinationen wird versucht, alle möglichen 
Positionen für eine bestimmte Anzahl an roten oder grünen Elementen innerhalb 
der erstellten Kombinationen zu ermitteln.“ (Hoffmann 2003, S. 326). Auch den 
Darstellungen von Piaget und Inhelder ist die Strategie «Einzelvertauschung» 
bei der Lösung von Variationsproblemen mit Wiederholung zu entnehmen. So 
bildet Ger beispielsweise jeweils direkt die Vertauschung der Anordnung zu 
zwei ausgewählten Ziffernkarten: „He makes 13, 31; 12, 21, 32, 23, 11, 22, and 
33“ (vollständiger Transkriptausschnit vgl. Tab.  2.13). Ein Vergleich mit den 
Strategien zu Permutationen, in denen die Anordnung der Elemente in den Ob-
jekten ebenfalls relevant ist, zeigt ebenfalls Ähnlichkeiten auf. So durchläuft in 
der «Procedure circulaire» von Vergnaud & Cohen (1968) sowie in den Strate-
gien «Zigzag» und «Strategie de la diagonale» von Larivée und Normandeau 
(1985) jeweils ein Element alle möglichen Positionen. Dieser Rückbezug ist 
jedoch insofern einschränkend zu betrachten, als es im Rahmen dieser Untersu-
chung lediglich notwendig war, die möglichen Anordnungen von jeweils zwei 
Elementen zu ermitteln, so dass insgesamt nur zwei Positionen zu Verfügung 
standen. 
7.2.3 Fazit 
Im Rahmen dieser Untersuchung waren bei der Anzahlbestimmung bei Kombi-
nationen mit Wiederholung und bei Variationen ohne Wiederholung figurspezi-
fische Strategien zu beobachten. Diese beziehen sich bei den Kombinationen 
mit Wiederholung auf die besondere Berücksichtigung der Wiederholung von 
gleichen Elementen in den Figuren sowie bei Variationen ohne Wiederholung 
auf die besondere Berücksichtigung der Vertauschung der Reihenfolge der Ele-
mente in den Figuren. 
Bei den Kombinationen mit Wiederholung wurde die «Anzahlfixierung» als 
einzige figurspezifische Strategie identifiziert. Bei dieser Strategie werden, wie 
in der Tabelle (Tab. 7.16) dargestellt, diejenigen Figuren, in denen die gleiche 
Anzahl an gleichen Elementen vorhanden ist, als gemeinsame Klasse erstellt. 
Die beiden durch dieses Vorgehen erzeugten Mengen sind disjunkt und können 
gemeinsam als Zerlegung der gesuchten Figurenmenge in zwei Klassen aufge-
fasst werden. Nicht sichergestellt ist durch dieses Vorgehen, dass die Vollstän-
digkeit der Objekte innerhalb einer Klasse gegeben ist. 
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Strategie Beschreibung Beispiel 
«Anzahl-
fixierung» 
Alle erstellten Objekte, die in 
der Anzahl ihrer gleichen Ele-
mente in den Objekten überein-
stimmen, gehören zusammen: 
Alle mit zwei gleichen Elemen-






Lasse, CGSB, K. m. Wh., Eismann 
Tab.7.16 Figurspezifische Strategien zur Wiederholung von Elementen in den Figu-
ren 
 
Der Rückbezug zu den in der Literatur benannten Strategien bei der Lösung von 
Auflistungsproblemen zeigt, dass dort ebenfalls Handlungsmuster beschrieben 
werden, die auf die Wiederholung von Elementen in den Objekten zurückzufüh-
ren sind (Piaget & Inhelder 1975; Martino 1992) oder die ebenfalls eine Zerle-
gung in Klassen vornehmen (Hoffmann 2003). Die Tabelle gibt diesbezüglich 
eine Übersicht, das Vorkommen der Strategie. 
 
K. m. Wh. vorliegende Untersuchung 
V. m. Wh. Piaget & Inhelder (1975); Martino (1992a, 1992b)  
P. m. Wh. keine explizit vorliegenden Ergebnisse 
Produktregel Hoffmann (2003) 
Tab. 7.17 Benennung verwandter Strategien zur «Anzahlfixierung» in vorangegan-
genen Untersuchungen 
 
Der Tabelle 7.17 ist zu entnehmen, dass die Strategie «Anzahlfixierung» im 
Rahmen vorheriger Untersuchungen auch bei den Variationen mit Wiederholung 
identifiziert wurde. In der Untersuchung Martinos (1992a, 1992b) wurden dabei 
auch bei Problemstellungen, in denen mehr als zwei Objekte miteinander kom-
biniert werden, berücksichtigt. Insofern ist zu folgern, dass diese Strategie sich 
konkret auf die Eigenschaft „Wiederholung von Elementen in den Figuren“ 
bezieht. 
 
Bei den Variationen ohne Wiederholung beziehen sich die verschiedenen Strate-
gien alle auf den Umgang mit der Vertauschung der Reihenfolge der Elemente 
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Tab.7.18 Figurspezifische Strategien zur Vertauschung der Anordnung von Elemen-
ten in den Figuren 
 
Strategie Beschreibung Beispiel 
«Einzelver-
tauschung» 
Zu einem gebildeten Objekt (grün-
blau) wird direkt die mögliche 
Permutation (blau-grün) gebildet. 
Anschließend wird ein Objekt aus 
einer neuen Kombination an Ele-
menten erstellt (gelb-grün) sowie 
die Vertauschung der Anordnung 
vorgenommen (grün-gelb).  







Es werden alle Türme erstellt, die 
den Baustein rot enthalten (erste 
Reihe), dann zu grün (zweite Rei-
he), zu gelb (dritte Reihe). Sobald 
alle Kombinationen mit rot erstellt 
sind, wird die Anordnung ver-
tauscht (gelb-rot; rot-grün, rot-
schwarz), ebenso für die anderen 
Klassen. 









Es werden zunächst alle möglichen 
Kombinationen erstellt mittels der 
«Elementfixierung ohne feste Posi-
tion» erstellt, anschließend wird bei 
allen Objekten die Vertauschung der 
Reihenfolge vorgenommen. 
 
Lil baut und notiert 6 Lösun-
gen: s-r; r-g; gr-r; legt r zur 
Seite, baut und notiert gr-g, 
gr-s, legt gr zur Seite, baut g-
s. Zu jedem der Türme ver-
tauscht sie anschließend die 
Reihenfolge:  
 











Aus allen Ziffernkarten werden 
zwei Paare gebildet, anschließend 
wird die Vertauschung der Anord-
nung der Ziffern vorgenommen. Es 
werden wieder aus allen Ziffernkar-
ten zwei Paare gebildet- die Vertau-
schung der Anordnung wird jedoch 









Tim, KGSD, V. o. Wh., 
Zahlen aus Ziffernkarten 
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Die Strukturierungen der Lernenden zu Variationen ohne Wiederholung lassen 
sich analog zu den historischen Zugängen als eine Zerlegung der gesuchten 
Figurenmenge in Kombinationen in Verbindung mit ihren Permutationen oder 
aber als Permutationen in Verbindung mit ihren Kombinationen auffassen. So 
wird bei der «Einzelvertauschung» direkt zu einer ausgewählten Kombination 
die jeweilige Permutation gebildet. Bei den Strategien «Gruppenvertauschung» 
und «Gesamtvertauschung» werden zunächst unter bestimmten Bedingungen 
oder die möglichen Kombinationen ohne Wiederholung gebildet, bevor die 
möglichen Permutationen gebildet werden. Damit zeigt sich ein bedeutender 
Zusammenhang zu den fachlichen Konzepten, die im Laufe der Geschichte der 
kombinatorischen Anzahlbestimmung entwickelt wurden (vgl. 1.3). Der Ver-
gleich zu den Kriterien zur Einteilung von Mengen in Klassen zeigt auf, dass die 
Strategien abhängig von der Deutung entweder die Vollständigkeit der einzelnen 
Klassen oder aber die Vollständigkeit der Klassen sicherstellen. Die beiden 
anderen Kriterien sind dann jedoch jeweils nicht zwangsläufig erfüllt. Insofern 
stellt eine alleinige Strukturierung mittels der figurspezifischen Strategien die 
Vollständigkeit der Figurenmenge nicht vollständig sicher, dient jedoch dazu, 
entweder die Vollständigkeit der Klassen oder aber die Vollständigkeit der Ob-
jekte innerhalb einer Klasse sicherzustellen. 
Der Vergleich der identifizierten Vertauschungsstrategien mit den in der Litera-
tur benannten Strategien im Kontext von Problemstellungen, in denen in den 
Figuren die Vertauschung der Elemente zugelassen ist, zeigt, dass auch dort 
bereits Strategien identifiziert wurden, die einen konkreten Bezug zu der mögli-
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Besonders auffällig ist, dass lediglich eine der drei identifizierten Strategien, die 
«Einzelvertauschung», starke Gemeinsamkeiten zu den in der Literatur benann-
ten Strategien aufweist. Bezüglich der weiteren Strategien stellt sich die Frage, 
ob Handlungsmuster, die diesen Strategien entsprechen bei den verschiedenen 
Figuren nicht vorkommen oder, ob diese nicht als Strategien identifiziert wer-
den. Diese gilt es in anschließenden Untersuchungen zu klären. 
7.3 Strukturierungsstrategien bei verschiedenen 
kombinatorischen Figuren 
In Kapitel 6 wurde aufgezeigt, dass die Strukturierungsstrategien der Lernenden 
basierend auf unterschiedlichen Figurenbildungskonzepten im Rahmen dieser 
Untersuchung mittels einer oder mehrerer Bausteine beschrieben werden kön-
nen. Die allgemeinen und figurspezifischen Strategien beschreiben in Kombina-
tion mit dem Figurenbildungskonzept die Strukturierungsstrategie einiger Ler-
nender vollständig. Bei Anderen setzt die Strukturierungsstrategie sich hingegen 
aus dem Figurenbildungskonzept sowie der Kombination einer allgemeinen und 
einer figurspezifischen Strategie zusammen. Aufgezeigt wurde zudem, dass 
Letztere sich auf bestimmte Eigenschaften der zu erstellenden Figuren beziehen 
und insofern (wie der Name es bereits sagt) nicht bei allen Problemstellungen 
auftreten. Neben diesen hauptsächlich verwendeten Strategien wurden von zwei 
Lernenden auch kontextspezifische Strategien verwendet. 
 
Abb. 7.11Strategiebausteine zur Rekonstruktion von Strukturierungsstrategien 
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Die allgemeinen und figurspezifischen Strategien der Lernenden wurden in den 
Abschnitten 7.1 und 7.2 dargestellt. Die beiden kontextspezifischen Strategien 
waren bereits Gegenstand des Abschnitts 4.2 und wurden daher in Kapitel 7 
nicht erneut analysiert. Die nachfolgende Tabelle bildet auf dieser Grundlage ab, 
aus welchen Strategiebausteinen die Strukturierungsstrategien der Lernenden 
sich in Abhängigkeit von der kombinatorischen Figur und dem Kontext be-
schreiben lassen. 



































«Domino»             
«Zweistellige Zahlen»             
Tab. 7.20 Strategiebausteine in Abhängigkeit von den kombinatorischen Figuren 
und den Kontexten 
 
Die Tabelle 7.20 veranschaulicht, dass die Bausteine „Figurenbildungskonzept“ 
und „Allgemeine Strategie“ bei allen drei Figuren und über alle Kontexte hin-
weg übereinstimmen. Unterschiede bestehen hinsichtlich der figurspezifischen 
Strategien. So wurden bei den Kombinationen ohne Wiederholung keine identi-
fiziert, bei den Kombinationen mit Wiederholung eine, die sich auf die Wieder-
holung der Elemente in den Objekten bezieht und bei den Variationen drei Stra-
tegien, die sich auf die Anordnung der Elemente in den Figuren beziehen. Zu-
dem bestehen Unterschiede hinsichtlich der kontextspezifischen Strategien. Bei 
Kombinationen ohne Wiederholung wurde keine kontextspezifische Strategie 
identifiziert. Bei den Kombinationen mit Wiederholung spielte der Kontext bei 
der Dominosteinaufgabe eine Rolle, ebenso bei der Aufgabe Zahlen aus Ziffern-
karten, in der Variationen ohne Wiederholung zu bestimmen waren. 
Im Folgenden werden die Strukturierungsstrategien in Abhängigkeit von den 
kombinatorischen Figuren und dem Kontext genauer in den Blick genommen. 
Dazu wird zunächst aufgezeigt, wie viele verschiedene Strukturierungsstrate-
gien es auf der Grundlage der rekonstruierten Bausteine gibt und welche dieser 
Strategien tatsächlich im Rahmen dieser Untersuchung verwendet wurden. An-
schließend werden diejenigen Strukturierungsstrategien, die abhängig von den 
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jeweiligen kombinatorischen Figuren am häufigsten zu beobachten waren, dar-
gestellt und hinsichtlich möglicher Besonderheiten betrachtet.  
7.3.1 Kombinationen ohne Wiederholung 
Die Strukturierungsstrategien von Lernenden bei Kombinationen ohne Wieder-
holung lassen sich vollständig durch die Kombination aus einer allgemeinen 
Strategie mit einer Figurenbildungsstrategie rekonstruieren. Figurspezifische 
und kontextspezifische Bausteine wurden nicht lokalisiert.  
 
Abb. 7.12 Strategiebausteine zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien bei 
Kombinationen ohne Wiederholung 
 
Insgesamt ergeben sich aus den möglichen Kombinationen der Strategiebaustei-
ne acht verschiedene Möglichkeiten, wenn auf eine allgemeine Strategie und das 
Figurenbildungskonzept zurückgegriffen wird, diese werden im Anhang (vgl. 
Anhang A & B) ausführlich dargestellt. Die sechs hauptsächlich verwendeten 
Strukturierungsstrategien sind der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen. Diese 
beinhaltet neben der Auflistung der Strategien auch einen Rückbezug, inwiefern 
die Kriterien zur Klassenbildung erfüllt sind und somit die jeweilige Strukturie-
rungsstrategie bei konsequenter Anwendung sicherstellt, dass die Figurenmenge 
vollzählig erzeugt wird. Strukturierungsstrategien, die die Figurenmenge voll-
zählig erstellen, werden dabei grau hervorgehoben.  
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Beispiel Erfüllung der Kriterien 
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1. & 2. «Zyklische Musterbil-
dung» 
3. nicht erfüllt aufgrund un-
abhängiger Figurenbildung 
Tab. 7.21 Hauptstrategien




                                                          
 
 
23 Unter Hauptstrategien zu einer kombinatorischen Figur werden dabei die sechs am 
häufigsten von den Lernenden verwendeten Strukturierungsstrategien verstanden. Be-
rücksichtigt wurden dabei sämtliche Strukturierungen und Umstrukturierungen bei den 
Grundaufgaben. 
24 Die erste in der Tabelle aufgeführte Strategie ist die im Rahmen der Untersuchung am 
häufigsten verwendete Strukturierungsstrategie, die letztgenannte, die von den dargestell-
ten Strategien am seltensten verwendete. 
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Der Tabelle ist zu entnehmen, dass bei Kombinationen ohne Wiederholung 
Strukturierungsstrategien, in denen die «Elementfixierung» verwendet wurde, 
insgesamt dominierten. Dabei ist zu berücksichtigen, dass bei der Analyse der 
Hauptstrategien auch die Umstrukturierungen berücksichtigt wurden. Diese 
wurden, wie in Abschnitt 5.1.1 aufgezeigt, in der Regel zugunsten der «Ele-
mentfixierung» vorgenommen. Die alleinige Berücksichtigung des Erstellungs-
prozesses der Lösung hätte voraussichtlich eine andere Reihenfolge der haupt-
sächlich verwendeten Strategien ergeben. So wurde beim Erstellen der Figu-
renmenge besonders häufig die «Disjunkte Paarbildung» verwendet. Der Tabelle 
ist ebenfalls zu entnehmen, dass vier der sechs Strukturierungsstrategien die 
Figurenmenge vollzählig erstellen bzw. strukturieren, wenn sie konsequent 
verwendet werden. Besonders auffällig ist auch, dass insgesamt zwei Hauptstra-
tegien auf einer unabhängigen Figurenbildungsstrategie beruhen, und insofern 
durch die konsequente Anwendung der jeweiligen allgemeinen Strategie syste-
matisch zu viele Figuren erzeugt werden (vgl. Tab. 7.21). 
7.3.2 Kombinationen mit Wiederholung 
Anders als bei den Kombinationen ohne Wiederholung verwenden einige Ler-
nende bei den Kombinationen mit Wiederholung auch eine figurspezifische 
Strategie (vgl. 7.2). Diese Strategie bezieht sich auf den Umgang mit der Anzahl 
der Wiederholungen in den Objekten. Die rekonstruierten Strategien der Ler-
nenden bei Kombinationen mit Wiederholung bestehen aus der alleinigen An-
wendung von allgemeinen oder figurspezifischen Bausteinen oder aus der Kom-
bination verschiedener Bausteine. Zudem wurde bei der Aufgabe Dominosteine 
eine kontextspezifische Strategie verwendet. Insofern lassen sich die Strukturie-
rungsstrategien der Lernenden bei Kombinationen mit Wiederholung mittels 
folgender Bausteine beschreiben: 
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Abb. 7.13 Strategiebausteine zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien bei 
Kombinationen mit Wiederholung 
 
Da bei der Lösung der Kombinationen mehr Strategiebausteine rekonstruiert 
wurden, ergibt sich auch eine größere Anzahl verschiedener möglicher Struktu-
rierungsstrategien. So entstehen auf der Grundlage zweier verschiedener Figu-
renbildungskonzepte und durch die alleinige Anwendung einer der allgemeinen 
Strategien bereits acht mögliche Strukturierungsstrategien. Für die alleinige 
Anwendung einer figurspezifischen Strategie ergeben sich zwei weitere Mög-
lichkeiten, durch die Kombination der Strategien weitere acht Strukturierungs-
strategien sowie zwei Strategien, die sich konkret auf den Kontext der Domino-
steinaufgabe beziehen. Nicht eindeutig zu unterscheiden ist dabei zwischen der 
alleinigen Anwendung der «Zyklischen Musterbildung» und der Kombination 
aus «Zyklischer Musterbildung» und «Anzahlfixierung». Insgesamt ergeben 
sich somit für diese kombinatorische Figur 19 mögliche Kombinationen aus 
verschiedenen Strategiebausteinen zur Rekonstruktion der Strukturierungsstra-
tegien der Lernenden, von denen zwei sich konkret auf den Kontext der Domi-
nosteinaufgabe beziehen.  
Von diesen genannten möglichen Strukturierungsstrategien wurden 16 rekon-
struiert. Nicht verwendet wurden, basierend auf einem unabhängigen Figuren-
bildungskonzept, die Strategien «disjunkte Paarbildung», «Elementfixierung 
ohne feste Position» und die kontextspezifische Strategie «Dominosteine». Für 
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eine Übersicht über alle möglichen sowie die verwendeten Strukturierungsstra-
tegien sei an dieser Stelle, ebenso, wie bei den Kombinationen ohne Wiederho-
lung auf den Anhang (vgl. Anhang A & B) verwiesen. Die sechs im Rahmen 
dieser Untersuchung am häufigsten verwendeten Strukturierungsstrategien sind 
der nachfolgenden Tabelle zu entnehmen. Neben einer Auflistung der Strategien 
ist in der Tabelle auch aufgeführt, welche der Strategien die einzelnen Kriterien 
zur Klasseneinteilung erfüllen. Ebenso wie bei den Kombinationen ohne Wie-
derholung werden diejenigen Strukturierungsstrategien, die die Figurenmenge 
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 Zu berücksichtigen ist, dass zur Benennung der Strukturierungsstrategien darauf ver-
zichtet wurde, die «abhängige Figurenbildung» als Baustein zu benennen, um eine besse-
re Übersichtlichkeit zu gewährleisten. Strategien, bei denen nicht explizit eine unabhän-




In der dritten Spalte wird dazu jeweils aufgelistet, durch welchen Strategiebaustein das 
jeweilige Kriterium erfüllt ist. Ist sichergestellt, dass alle Kriterien durch die jeweilige 
Strukturierungsstrategie erfüllt werden, so ist daraus zu folgern, dass bei konsequenter 
Anwendung der Strukturierungsstrategie die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt 
bzw. strukturiert wird. Diejenigen Strukturierungsstrategien, welche die Figurenmenge 
nicht zwangsläufig vollzählig erstellen oder zu viele Figuren erstellen, werden grau 
hervorgehoben. 
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3. «abhängige Figurenbildung» 
Tab. 7.22 Hauptstrategien bei Kombinationen mit Wiederholung 
 
Insgesamt ist festzuhalten, dass Lernende, wenn sie den Lösungsprozess konse-
quent strukturierten oder anschließend eine Strukturierung der Figurenmenge 
vornahmen, die «Elementfixierung» als häufigste Strukturierungsstrategie wähl-
ten. Dies gilt insbesondere für die räumliche Strukturierung der Lösungen. Zent-
ral ist, dass in einigen Fällen eine unabhängige Figurenbildung erfolgte, so dass 
Objekte systematisch doppelt erstellt wurden. Die «disjunkte Paarbildung» wur-
de am zweithäufigsten verwendet, allerdings vorrangig zur Erstellung der Lö-
sungen. Auffällig ist zudem, dass in der Hälfte der Hauptstrategien die figurspe-
zifische Strategie der «Anzahlfixierung» verwendet wurde. Die alleinige Ver-
wendung der Strategie stellte sogar die am dritthäufigsten verwendete Haupt-
strategie bei den Kombinationen mit Wiederholung dar. Insofern zeigt sich, dass 
die Eigenschaften der zu erstellenden Figuren bei den Kombinationen mit Wie-
derholung eine zentrale Rolle spielen. 
Vier der dargestellten sechs Hauptstrategien erzeugen die Figurenmenge voll-
zählig, wenn sie durchgängig verwendet werden. Die alleinige Anwendung der 
Strukturierungsstrategie der «Anzahlfixierung» stellt dies nicht sicher. 
7.3.3 Variationen ohne Wiederholung 
Abschließend erfolgt eine Betrachtung der Hauptstrategien zu den Variationen 
ohne Wiederholung. Die rekonstruierten Strategien der Lernenden beruhen 
ebenso wie bei den Kombinationen mit Wiederholung auf dem Figurenbil-
dungskonzept der Lernenden sowie der alleinigen Anwendung von allgemeinen 
oder strukturspezifischen Bausteinen oder aus der Kombination verschiedener 
Bausteine. Dabei unterscheiden sich jedoch die figurspezifischen Strategien.  
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Abb. 7.14 Strategiebausteine zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien bei 
Variationen ohne Wiederholung 
 
Basierend auf zwei verschiedenen Figurenbildungskonzepten und durch die 
alleinige Anwendung einer allgemeinen Strategie ergeben sich ebenso wie bei 
den anderen beiden Figuren acht mögliche Strukturierungsstrategien. Da bei den 
Variationen drei verschiedene figurspezifische Strategien identifiziert wurden, 
ergeben sich für deren alleinige Anwendung sechs, sowie durch die Kombinati-
on der Strategien weitere zwölf Strukturierungsstrategien. Durch den Einbezug 
des Kontextes bei der Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“ entstehen zwei weite-
re Möglichkeiten. Insgesamt sind somit für diese kombinatorische Figur 28 
mögliche Strukturierungsstrategien vorhanden, von denen 20 identifiziert wur-
den. Ein unabhängiges Figurenbildungskonzept trat nicht in Kombination mit 
der «Disjunkten Paarbildung» und der «Zyklischen Musterbildung» sowie der 
«Gruppenvertauschung», der «Gesamtvertauschung» und der kontextspezifi-
schen Strategie auf. Die «Zyklische Musterbildung» wurde mit keiner figurspe-
zifischen Strategie kombiniert. Dem Anhang ist eine Übersicht über alle auf den 
Bausteinen basierenden möglichen sowie den tatsächlich verwendeten Strate-
gien zu entnehmen (vgl. Anhang A & B). Insgesamt ergeben sich aus den Stra-
tegiebausteinen und beschriebenen Besonderheiten der Variationen ohne Wie-
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derholung die in der Tabelle dargestellten Hauptstrategien. Die Tabelle beinhal-
tet neben der Auflistung der Strategien ebenso, wie bei den Kombinationen ohne 
und mit Wiederholung Informationen darüber, in welchem Maße die Kriterien 
zur Klasseneinteilung erfüllt sind. Diejenigen Strukturierungsstrategien, die die 
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Tab. 7.23 Hauptstrategien bei Variationen mit Wiederholung 
 
Eine übergreifende Betrachtung der am häufigsten verwendeten Strategien zeigt 
für die Variationen ohne Wiederholung besonders die klare Dominanz von 
Strukturierungsstrategien, die die «Elementfixierung» als Baustein beinhalten. 
Zudem zeigt sich die große Bedeutung der Vertauschung der Reihenfolge der 
Elemente im Objekt. So wird insgesamt von keinem Lernenden zur Lösungsfin-
dung die «Elementfixierung» ohne eine weitere Strategie verwendet. Erst im 
Rahmen der Überprüfung der Lösungen oder zur 
Begründung der Vollständigkeit verwenden einige 
Lernende, wie beispielsweise Sarah, die «Elementfi-
xierung mit fester Position». Auffällig ist, dass auch 
hier vier der sechs Strukturierungsstrategien eine 
vollständige Erstellung der Figurenmenge zulassen. 
Ebenso wie bei der Kombinationen mit Wiederho-
lung führt auch bei dieser Figur eine alleinige An-
wendung einer figurspezifischen Strategie in 
Kombination mit dem abhängigen Figuren-
bildungskonzept nicht zu einer vollständigen 
Strukturierung. 
7.3.4 Fazit 
In diesem Abschnitt wurde aufgezeigt, welche Strukturierungsstrategien sich in 
Abhängigkeit von den jeweiligen Figuren und Kontexten aus den verwendeten 
Strategiebausteinen potentiell ergeben und welche von den Lernenden im Rah-
men dieser Untersuchung tatsächlich angewendet wurden. Auffällig ist die ge-
ringe Anzahl verschiedener Strukturierungsstrategien bei Kombinationen ohne 
Abb. 7.15 Sarahs Strategie «Ele-
mentfixierung mit fester Position» 
bei Variationen ohne Wiederho-
lung 
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Wiederholung im Vergleich zu den anderen Figuren. Diese Differenz beruht auf 
den für die anderen Figuren identifizierten zusätzlich verwendeten figurspezifi-
schen Strategien sowie den Mischformen aus allgemeinen und figurspezifischen 
Strategien. Insgesamt zeigt sich, dass bei den Kombinationen ohne und mit 
Wiederholung fast alle potentiell möglichen Strukturierungsstrategien auch 
verwendet wurden. Bei den Variationen, bei denen es basierend auf den heraus-
gearbeiteten Strategiebausteinen die größte Anzahl verschiedener möglicher 
Strategien gab, wurden zwei Drittel der möglichen Strategien verwendet.  
Ausgehend von einer allgemeinen Betrachtung möglicher und verwendeter 
Strukturierungsstrategien wurden in Abhängigkeit von den drei kombinatori-
schen Figuren, die sechs jeweils hauptsächlich verwendeten Strukturierungsstra-
tegien dargestellt und in Hinblick auf das Potential die gesuchte Figurenmenge 
vollzählig zu erstellen, überprüft. Besonders hervorzuheben ist, dass bei jeder 
der kombinatorischen Figuren vier der sechs Hauptstrategien, die Figurenmenge 
vollständig erzeugen, wenn die Strategie konsequent angewendet wird (vgl. 
graue Hervorhebung Tab. 7.24). 
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Die Tabelle gibt einen Überblick über die verschiedenen verwendeten Haupt-
strategien zu den einzelnen Figuren. Deutlich wird die figurunabhängige Domi-
nanz von Strategien, in denen die «Elementfixierung» als allgemeiner Strategie-
baustein enthalten ist. Diese Strukturierungsstrategie trat insbesondere bei den 
Umstrukturierungen und Überprüfungshandlungen der Lernenden auf, war je-
doch in vielen Fällen auch schon bei der Erstellung der Figurenmenge zu be-
obachten. Neben dieser Dominanz wurde zudem festgestellt, dass die Anwen-
dung figurspezifischer Strategien bei den Kombinationen mit und den Variatio-
nen ohne Wiederholung von zentraler Bedeutung ist. In vier der sechs Haupt-
strategien bei Kombinationen mit Wiederholung sowie in allen Hauptstrategien 
bei Variationen ohne Wiederholung sind figurspezifische Strategien enthalten. 
Diese starke Berücksichtigung ist insofern bedeutsam, als bei einer Strukturie-
rung im Sinne des Baumdiagramms die Eigenschaften der Figuren keine Bedeu-
tung spielen und diese sich insofern von den Vorgehensweisen der Lernenden 
abgrenzt. Diesbezüglich stimmen die Ergebnisse mit einigen vorliegenden Be-
funden überein. So benennen sowohl Hoffmann (2003) als auch Lack (2009) die 
häufige Verwendung des «Tachometerprinzips», welches der «Elementfixierung 
mit fester Position» entspricht. Zudem nennen sie die «Gegenpaarbildung», 
welche sich auf die Vertauschung der Anordnung von Elementen in den Objek-
ten bezieht. 
7.4 Zusammenfassung 
Ausgangspunkt der Ausführungen dieses Kapitels war die folgende Fragestel-
lung: 
Forschungsfrage 4 
Welche Strukturierungsstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur 
Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen? 
 
Diese lässt sich aufgrund der Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung wie 
folgt zusammenfassend beantworten: Lernende verwenden, basierend auf unter-
schiedlichen Figurenbildungskonzepten, zur Strukturierung des Lösungsprozes-
ses oder zur Strukturierung der Figurenmenge verschiedene Strukturierungsstra-
tegien, die sich aus allgemeinen und figurspezifischen Strategien rekonstruieren 
lassen. In seltenen Fällen verwenden Lernende auch kontextspezifische Struktu-
rierungsstrategien.  
Insgesamt wurden drei allgemeine Strategien rekonstruiert: die «Disjunkte 
Paarbildung», die «Zyklische Musterbildung» und die «Elementfixierung» in 
zwei Varianten. Die beschriebenen Strategien treten dabei keineswegs nur im 
Rahmen dieser Untersuchung auf, sondern wurden auch bereits, wie in den 
einzelnen Abschnitten dargestellt, bei der Lösung verschiedener Auflistungs-
probleme beschrieben (vgl. u.a Piaget & Inhelder 1975; English 1993b; Hoff-
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mann 2003). Bei der Strukturierung von Figuren zu Kombinationen mit Wieder-
holung und Variationen ohne Wiederholung wurden zudem figurspezifische 
Strategien eingesetzt. Diese beziehen sich bei den Kombinationen mit Wieder-
holung auf den Umgang mit Wiederholungen in den Objekten, bei den Variatio-
nen ohne Wiederholung auf den Umgang mit der Vertauschung der Reihenfolge. 
In den Befunden vorangegangener Studien lassen sich auch bezüglich der figur-
spezifischen Strategien Gemeinsamkeiten identifizieren, die nahelegen, dass 
diese auch über diese Studie hinaus eine zentrale Rolle spielen. Zusätzlich wur-
de für die Aufgaben Dominosteine und Zahlen aus Ziffernkarten jeweils eine 
kontextspezifische Strategie identifiziert (vgl. 4.2). 
Die Strukturierungsstrategien der Lernenden bestehen aus der alleinigen An-
wendung dieser Strategien oder aus verschiedenen Kombinationen. Insgesamt 
wurden für die Kombinationen mit Wiederholung acht, für die Kombinationen 
ohne Wiederholung 16 sowie für die Variationen ohne Wiederholung 20 ver-
schiedene Strukturierungsstrategien herausgearbeitet (zur Übersicht vgl. An-
hang). Die Betrachtung der hauptsächlich von den Lernenden verwendeten 
Strukturierungsstrategien zeigt über alle Figuren hinweg eine Dominanz von 
Strukturierungen, in denen ein Baustein die allgemeine Strategie «Elementfixie-
rung» war. Zudem wird bei Kombinationen ohne Wiederholung und bei Variati-
onen ohne Wiederholung in fast allen Fällen auch auf eine figurspezifische Stra-
tegie zurückgegriffen. Eine genauere Analyse, in welchem Maße die hauptsäch-
lich verwendeten Strategien die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellen, 
zeigt zudem, dass die Vollzähligkeit bei einer konsequenten Anwendung für 
jeweils vier der sechs dargestellten Hauptstrategien zu den einzelnen Figuren 
gegeben ist. Bei den anderen Strategien ist entweder die Vollzähligkeit durch die 
alleinige Verwendung einer figurspezifischen Strategie nicht sichergestellt oder 
es werden aufgrund eines unabhängigen Figurenbildungskonzeptes systematisch 
zu viele Figuren erstellt. Die Gegenüberstellung zu fachlichen Konzepten offen-
bart, dass Lernende verschiedene sinnvolle Strukturierungen zur Anzahlbestim-
mung verwenden. Diese entsprechen jedoch in vielen Fällen nicht der klassi-
schen Strukturierung in Form eines Stufenablaufs (der «Elementfixierung mit 
fester Position»). Die dargestellten Gemeinsamkeiten zu den Befunden vorheri-
ger Studien sind Belege dafür, dass die genannten Strategien auch in anderen 
Kontexten und zu Teilen bei anderen Figuren verwendet werden. 
  
8 Zählstrategien 
Ich vermute 12. Hm. Weil jeder spielt ja einmal gegen jeden und dann hab ich 
einfach gerechnet: Wie viel (…) zum Beispiel jetzt hab ich einfach 3 plus noch 
mal 3 plus noch mal 3. Also 4-mal plus 3“ 
 
Anne (KGSD, K. o. Wh., Fußball)  
 
Anne ermittelt die Anzahl aller Fußballspiele auf einem Fußballturnier mit vier 
Mannschaften rechnerisch. Ein solches Vorgehen ist unter propädeutischen Ge-
sichtspunkten von zentraler Bedeutung. „Der Kern des kombinatorischen Zäh-
lens“, so Wittmann und Müller (1984, S. 219), ist „die Anwendung ökonomi-
scher Zählstrategien anstelle eines mühsamen und unübersichtlichen Stück-für-
Stück Zählens.“ Im Rahmen der Untersuchung zeigte sich, dass einige Lernende 
– wie beispielsweise Anne – ebenfalls bereits Wege suchen, um die Anzahl aller 
Möglichkeiten nicht einzeln auflisten und abzählen zu müssen. Da es hinsicht-
lich der Verwendung von Zählstrategien zur Anzahlbestimmung bei kombinato-
rischen Problemstellungen bislang kaum Studien gibt und insbesondere für die 
Primarstufe wenig empirische Informationen vorliegen, es jedoch Hinweise auf 




Welche Zählstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur Anzahlbe-
stimmung? 
 
Die Ergebnisse der Untersuchung zeigen, dass Lernende der dritten Klasse be-
reits operationale Strategien zur Anzahlbestimmung verwenden. Im Rahmen der 
Untersuchung nutzten die Lernenden additive und multiplikative Strategien 
sowie in einigen Fällen Kompensationsstrategien, wenn sie vorab systematisch 
zu viele Lösungen ermittelten. Neben den operationalen Strategien ermittelten 
die Lernenden die gesuchte Anzahl bei zueinander analogen Problemstellungen 
auch über rekursive Strategien. Ein geringer Teil der Lernenden ermittelte dabei, 
wie in Abschnitt 5.1 herausgearbeitet, direkt die Anzahl aller Möglichkeiten 
mittels einer Zählstrategie. Die meisten Lernenden leiteten diese aus der vorhe-
rigen Strukturierung der Figuren ab. Zudem wurde die Anzahl von einigen Ler-
nenden indirekt ermittelt und über die Isormorphie zu der bereits gelösten Prob-
lemstellung begründet. Anzumerken ist, dass die große Anzahl verschiedener 
  
246 Zählstrategien  
von den Lernenden verwendeter Zählstrategien bei der Konzeption der Studie 
nicht angenommen wurde. Aufgrund der Vielzahl der Strategien wird daher im 
Folgenden keine genauere Analyse der indirekten Zählstrategien der Lernenden 
vorgenommen. 
 
Nachfolgend werden zunächst die operationalen Strategien der Lernenden in 
den Blick genommen (8.1 bis 8.3) und daran anknüpfend die rekursiven Strate-
gien zur Lösung der Erweiterungen der Aufgabenstellungen (8.4). Abschließend 
erfolgt in Abschnitt 8.5 ausgehend von den dargestellten Erkenntnissen eine 
Zusammenfassung der Ergebnisse im Hinblick auf die Forschungsfrage.  
 
Innerhalb der einzelnen Abschnitte werden dabei, analog dem Vorgehen im 
Kapitel zu den Strukturierungsstrategien der Lernenden, zunächst die Strategien 
der Lernenden analysiert. Daran anknüpfend werden Bezüge zwischen den 
Strategien der Lernenden und den fachlichen Strategien hergestellt und ab-
schließend ein Rückbezug zu den bereits aus der Literatur vorliegenden Er-
kenntnissen hinsichtlich der dargestellten Strategien gezogen.  
Zu berücksichtigen ist dabei, dass es bei indirekten Anzahlbestimmungen 
grundsätzlich möglich ist, die Figurenmenge zunächst zu erstellen und diese 
unabhängig von der vorherigen Strukturierung oder einer Strukturierung, welche 
die Vollzähligkeit belegt, so zu strukturieren, dass das Abzählen der gesamten 
Figurenmenge vereinfacht wird. Eine solche Anzahlbestimmung wurde im 
Rahmen dieser Untersuchung von einigen Lernenden vorgenommen. Diese 
zählten entweder die Figuren in Zweierschritten, oder nahmen eine flächenför-
mige rechteckige Anordnung der erstellten Figuren vor, so dass sie die Anzahl 
aller Lösungen über die wiederholte Addition oder eine Multiplikation ermittel-
ten.  
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Transkr. 8.1 Marys additive Rechnung (GSSTB, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkar-
ten) 
Zur Situation: Mary erhält den Auftrag, die Anzahl aller möglichen zweistelligen Zahlen 
aus den vier Ziffernkarten 1, 2, 3 und 4 zu ermitteln. Sie erstellt sukzessive Lösungen 
und ordnet diese wie folgt unter- und nebeneinander an: 
12  21  24  23 
14  41  42  43 
13  31  32  34 
 
M.: UND (...) [schweigt, schaut sich ihre Lösungen an] dann bin ich fertig. 
I.: Mhm, wie viele hast du denn gefunden insgesamt? 
M.:[ zählt mit dem Finger die Lösungen ab] 
I.: Stopp, muss man die einzeln zählen?  
M.: Nein 
I.: Oder geht das auch anders? Aha, sondern? 
M.: Man kann auch DIE. drei und dann plus drei und dann plus drei und dann 
plus drei. 
I.: Mhm, schreibs mal auf [schiebt ihr das Aufgabenblatt etwas näher] und dann 
sag mir mal das Ergebnis. 
M.: Drei plus drei. DREI [schreibt eine 3 auf den Aufgabenzettel] plus drei 
[schreibt +3] plus drei [schreibt +3] plus drei [schreibt +3] gleich (...) 




Zählstrategien, die denen von Mary entsprechen, sind vollkommen unabhängig 
von den vorgenommenen Strukturierungen und eignen sich insofern auch nicht, 
um auf ihrer Basis allgemeine Zählstrategien abzuleiten. Eine Kenntnis darüber, 
dass Lernende von den Strukturierungen unabhängige Zählstrategien entwi-
ckeln, ist unter propädeutischen Gesichtspunkten zentral, eine genauere Be-
trachtung dieser Strategien jedoch nicht notwendig. Insofern werden sie in den 
folgenden Ausführungen nicht weiter berücksichtigt. 
8.1 Additive Anzahlbestimmung 
Hinsichtlich der additiven Anzahlbestimmung von Lernenden ist von zentraler 
Bedeutung, dass diese bei einer kombinatorischen Figur verschiedene und nicht 
etwa alle die gleiche additive Rechnung zur Anzahlbestimmung verwenden. 
Insofern ist zwischen verschiedenen additiven Strategien zu unterscheiden. Dies 
gilt sowohl für direkte als auch für indirekte Anzahlbestimmungsstrategien. 
Lockwood (2011, 2012) zeigt in ihrem Modell die enge Beziehung zwischen 
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den rechnerischen Strategien von Lernenden, den möglichen Anzahlbestim-
mungsprozessen und der gesuchten Figurenmenge auf. Ausgehend von diesem 
Modell und anknüpfend an die in Kapitel 5 dargestellten Erkenntnisse zur Rolle 
von Strukturierungen, lassen sich die additiven Strategien der Lernenden durch 
den Rückgriff auf die Figurenbildungskonzepte und die in Kapitel 7 herausgear-
beiteten Strategiebausteine beschreiben und klassifizieren. 
 
Im Rahmen dieser Untersuchung werden zwei Klassen additiver Strategien 
unterschieden: die allgemeinen und die figurspezifischen additiven Strategien. 
Diese Unterscheidung beruht auf den Fokussierungen der Lernenden. Einige 
Lernende berücksichtigen insbesondere die verwendete allgemeine Strukturie-
rung bei ihrer Zählstrategie, andere insbesondere Strukturierungen, die sich auf 
figurspezifische Eigenschaften beziehen. Grundsätzlich wäre es auch möglich, 
ebenso wie bei den Strukturierungsstrategien, zwischen allgemeinen, figurspezi-
fischen und kontextspezifischen Strategien sowie Mischformen dieser Strategien 
zu unterscheiden. Da jedoch im Rahmen dieser Studie keine auf dem Kontext 
beruhenden additiven Strategien zu beobachten waren, wird diese Klasse nicht 
benannt. Ebenso wird keine zusätzliche Unterscheidung in Mischformen aus 
allgemeinen und figurspezifischen Strategien vorgenommen, da sich zeigt, dass 
die vorgenommenen additiven Zählstrategien in der Regel auf der Fokussierung 
eines der beiden Aspekte beruhen. Insofern erscheint eine zusätzliche Unter-
scheidung für diese Studie nicht angemessen, ist jedoch grundsätzlich denkbar. 
Die beiden additiven Strategieklassen lassen sich demnach folgendermaßen 
voneinander abgrenzen: 
 
Allgemeine und figurspezifische additive Strategien 
Unter allgemeinen additiven Strategien werden im Rahmen dieser Untersu-
chung diejenigen Strategien zusammengefasst, die aus einer Fokussierung auf 
eine allgemeine Strukturierung entstehen. 
Die Klasse der figurspezifischen additiven Strategien impliziert diejenigen 
Strategien, welchen eine Fokussierung auf figurspezifische Besonderheiten 
unterliegt.  
 
Im Folgenden werden zunächst die allgemeinen additiven Strategien der Ler-
nenden in den Blick genommen. Dabei wird exemplarisch für die Kombinatio-
nen ohne Wiederholung aufgezeigt, inwieweit diese Strategien sich hinsichtlich 
der Figurenbildungskonzepte unterscheiden. Anschließend werden die figurspe-
zifischen Strukturierungsstrategien betrachtet, bevor im Fazit ein Resümee zur 
Anwendung additiver Zählstrategien gezogen wird. 
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1. «Aufeinanderfolgende Zah-
len addieren» 
2. «Figuren mit einem festen 
Element addieren» 
3. «Figuren mit einem festen 
Element an einer festen 
Position addieren» 
8.1.1 Allgemeine additive Strategien  
Insgesamt lassen sich zwei allgemeine 
additive Strategien unterscheiden, die bei 
allen drei kombinatorischen Figuren ver-
wendet wurden. Zudem wurde eine all-
gemeine additive Strategie rekonstruiert, 
die im Rahmen dieser Untersuchung nur 
bei den Variationen ohne Wiederholung 
identifiziert wurde, jedoch ebenfalls auf 
einer allgemeinen Strukturierungsstrategie 
basiert. Durch die Gegenüberstellung der 
Vorgehens- und Denkweisen von Malin 
und Anne werden zunächst die Ursachen für die Unterschiede in den additiven 
Rechnungen, die bei allen Figuren verwendet wurden, herausgearbeitet.  
8.1.1.1 Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von Malin 
und Anne  
Grundsätzlich setzen rechnerische Anzahlbestimmungen voraus, dass die Auf-
gabe gedanklich strukturiert und in ein Modell übersetzt wird, das eine rechneri-
sche Lösung zulässt (vgl. Wittmann & Müller 1984, S. 219; Hefendehl-Hebeker 
& Törner 1984). Dies kann sowohl bewusst als auch unbewusst, also intuitiv 
geschehen (vgl. Fischbein 1975; Fischbein & Gazit 1988). Malin und Anne 
haben die gesuchte Anzahl direkt rechnend bestimmt, ihre Äußerungen und 
Notationen geben Hinweise auf ihre, den Rechnungen zugrunde liegenden 
Überlegungen bezüglich der Strukturierung:  
 
Transkr. 8.2 Malins additives Vorgehen (KGSD, K. o. Wh., Fußball) 
Zur Situation: Malin erhält den Auftrag herauszufinden, wie viele verschiedene Fußball-
spiele es auf einem Fußballturnier mit vier Mannschaften gibt, wenn jede genau einmal 
gegen jede andere spielen soll. 
M.: Ich kann aber nur im Kopf rechnen 
I.: Dann machst du es im Kopf, das ist in Ordnung. Aber es wäre schön, wenn du 
deine Lösung dann gleich auf das Blatt schreibst. 
M.: Schaut auf die Spielfiguren und schweigt ca. 1 min]. 6 Spiele. 
I.: Aha, wie hast du das gemacht? 
M.: Ich hab einfach bei [Mannschaft] blau angefangen und die zusammengerechnet. 
[zeigt nacheinander auf die Spielfiguren grün, rot, gelb]. Immer so. Dann wusste 
ich blau brauchen wir nicht mehr. Fangen wir bei gelb an: Erstes Spiel [zeigt auf 
grün] zweites Spiel [zeigt auf rot] und dann von grün geht ja nur noch rot [zeigt auf 
rot]. 3 plus 2 plus 1, sind 6. 
  
Abb. 8.1 Allgemeine additive Stra-
tegien 
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Analyse des Vorgehens 
Malin begründet die von ihr ermittelte Anzahl sowie ihre Rechnung „3 plus 2 
plus 1, sind 6“ durch eine strukturierte Darstellung der Lösungen. Ihrer Äuße-
rung und ihrer Notation ist zu entnehmen, dass sie zunächst die Anzahl der Spie-
le, an denen Mannschaft blau beteiligt ist, ermittelt: „Ich hab einfach bei 
[Mannschaft] blau angefangen und die zusammengerechnet…Immer so.“ Dar-
aus lässt sich ableiten, dass sie eine Strukturierung mittels der «Elementfixie-
rung mit fester Position» vorgenommen hat. Die Aussage „Dann wusste ich 
blau brauchen wir nicht mehr. Fangen wir bei gelb an: Erstes Spiel [zeigt auf 
grün] zweites Spiel [zeigt auf rot] und dann von grün geht ja nur noch rot [zeigt 
auf rot]. 3 plus 2 plus 1, sind 6.“ lässt auf eine weitere Überlegung schließen: Es 
gibt keine weiteren Spiele, an denen Mannschaft blau beteiligt ist. Der erste 
Summand „drei“ entspricht demnach der Anzahl der Spiele von Mannschaft 
blau. Malin sucht anschließend die Spiele ohne Beteiligung der Mannschaft 
blau. Sie überlegt, an wie vielen Spielen bzw. welchen Spielen Mannschaft gelb 
in Abhängigkeit von dieser Bedingung (Spiele ohne Mannschaft blau) beteiligt 
ist und ermittelt unter dieser Bedingung zwei Spiele, diese entsprechen dem 
zweiten Summanden. Dieses Vorgehen setzt sie fort, bis keine weiteren Spielen 
mehr in Abhängigkeit von den bereits ermittelten gebildet werden können. Ma-
lins Strukturierungsstrategie lässt sich demzufolge als Kombination aus der 
«Elementfixierung mit fester Position» und der «abhängigen Figurenbildungs-
strategie» beschreiben. Ihre additive Rechnung besteht aus der Aufsummierung 
der Spiele aller Mannschaften, bei der sie berücksichtigt, welche Spiele bereits 
gezählt wurden. 
Anne stellt zu derselben Problemstellung eine andere Rechnung auf: 
 
Transkr. 8.3 Annes additives Vorgehen (KGSD, K. o. Wh., Fußball) 
Zur Situation: Anne erhält den Auftrag herauszufinden, wie viele verschiedene Fußball-
spiele es auf einem Fußballturnier mit vier Mannschaften gibt, wenn jede genau einmal 
gegen jede andere spielen soll. 
A.: [betrachtet die Figuren ca. 25 Sekunden]. Hm. Ich vermute 12. Weil jeder spielt ja 
einmal gegen jeden und dann hab ich einfach gerechnet: Wie viel (…) zum Bei-
spiel jetzt hab ich einfach 3 plus noch mal 3 plus noch mal 3 - Also viermal plus 3. 
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Analyse des Vorgehens 
Anne erklärt die von ihr ermittelte Anzahl 12 über folgende Rechnung „zum 
Beispiel jetzt hab ich einfach 3 plus noch mal 3 plus noch mal 3 - Also viermal 
plus 3“. Anschließend notiert sie, der Bitte der Interviewerin folgend, alle mög-
lichen Spiele. Dabei geht sie systematisch vor, indem sie der Reihe nach die 
Spiele von Mannschaft blau, gelb, grün und rot notiert. 
Die Spiele einer Mannschaft lassen sich entsprechend als Gruppe bzw. Klasse 
von Spielen auffassen. Jede der Gruppen enthält die gleiche Anzahl an Spielen, 
jeweils drei. Auf Grundlage ihrer Äußerungen und ihrer Notation ist anzuneh-
men, dass die einzelnen Summanden („3 plus noch mal 3 plus noch mal 3 - Also 
viermal plus 3“) die Anzahl der Spiele der einzelnen Mannschaften darstellen 
sollen. Die der Rechnung zugrunde liegende Strukturierung entspricht ebenfalls 
der «Elementfixierung mit fester Position». Daraus wird gefolgert, dass sie die 
Anzahl aller Spiele auf dem Fußballturnier ermittelt, indem sie die (drei) Spiele 
aller (vier) Mannschaften zusammenfasst: „Also viermal plus 3.“ Anders als 
Malin berücksichtigt Anne in ihrer Rechnung damit nicht, dass sie Spiele einer 
Mannschaft bereits gezählt hat. Ihrer anschließenden Notation lässt sich ent-
nehmen, dass sie Klassen von Spielen gebildet hat, die nicht disjunkt sind. An-
nes Strukturierungsstrategie besteht insofern aus einer Kombination der «Ele-
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Vergleich der Vorgehensweisen  
Beiden Strategien gemeinsam ist das Bilden von Klassen: Die Summanden 
entsprechen der Anzahl der Figuren innerhalb einer Klasse, die Anzahl der 
Summanden entspricht der Anzahl der Gruppen. Sie unterscheiden sich dabei 
jedoch in einem wesentlichen Schritt: Malin notiert die einzelnen Spielpaarun-
gen in Abhängigkeit von den bereits gefundenen Spielen. Sie erhält als additive 
Rechnung entsprechend die Summe aufeinanderfolgender natürlicher Zahlen, 
von denen die größte der Anzahl der Spiele entspricht, die eine feste Mannschaft 
zu absolvieren hat. Die Summanden verringern sich anschließend im Vergleich 
zum Vorherigen sukzessive um 1, um die Disjunktkeit zu gewährleisten.  
Anne hingegen notiert jeweils die Spiele einer Mannschaft, ohne zu berücksich-
tigen, dass diese ggf. bereits notiert wurden. Ihre additive Rechnung besteht aus 
der wiederholten Addition gleicher Summanden, welche der Anzahl der Spiele 
einer festen Mannschaft entsprechen. Die beiden Strukturierungen der Lernen-
den stimmen insofern überein, sie unterscheiden sich jedoch hinsichtlich des 
Figurenbildungskonzeptes. Letztgenanntes ist demnach die Ursache für die 
verschiedenen additiven Rechnungen. 
8.1.1.2  Verallgemeinerung 
Ein Vergleich der additiven Vorgehensweisen über die verschiedenen kombina-
torischen Figuren hinweg zeigt, dass bei allen drei Figuren die beiden dargestell-
ten allgemeinen additiven Lösungswege sowie die zugrunde liegenden Struktu-
rierungen «Elementfixierung» in Kombination mit «abhängiger» und «unabhän-
giger Figurenbildung» auftreten: 
 
 «Aufeinanderfolgende Zahlen 
addieren» 















A.: Ich vermute 12. Hm. Weil jeder 
spielt ja einmal gegen jeden und 
dann hab ich einfach gerechnet: Wie 
viel (…) zum Beispiel jetzt hab ich 
einfach 3 plus noch mal 3 plus noch 
mal 3- Also 4 mal plus 3. 
 
Anne, KGSD, K. o. Wh., Fußball 
  











Evis Anordnung der Figuren auf 
dem Tisch 
 
1-1 2-2 3-3 4-4 5-5 
1-2 2-3 3-4 4-5  
1-3 2-4 3-5   
1-4 2-5    
1-5     
Evi, GSSTB,K. m. Wh., Domino-
steine 
4+4+4+4 =16 
M.: Es gibt vier Kärtchen und dann 
müssen da ähm vier, plus vier, plus 
vier - viermal vier sind dann sech-
zehn und es gibt vier Kärtchen 
[schaut auf den Aufgabenzettel] […] 
Und mh auch vier Zahlen. [zeigt auf 
den Aufgabenzettel] Und da und man 
muss - und dann muss man ja aus 
vier Truppen machen [zeigt auf die 
bisherigen Lösungen] 








P.: Ich habe erst alle mit den 
blauen, dann alle mit den grünen, 
dann mit den roten und den 
gelben. Sechs und vier und zwei 
sind zusammen, 12. 






Tim, KGSD, V. o. Wh, Zahlen aus 
Ziffernkarten. 
Tab. 8.1 Gegenüberstellung additiver Strategien bei verschiedenen Figuren 
 
Die Vorgehensweisen der Lernenden stehen exemplarisch für weitere struktur-
gleiche Rechnungen bei den einzelnen Figuren. Sie lassen sich auf der Grundla-
ge der Analysen zu Malin und Anne und der tabellarischen Übersicht als «Figu-
ren mit einem festen Element addieren» und «Figuren mit einem festen Element 
an einer festen Position addieren» charakterisieren. Verallgemeinert lässt sich 
die Form dieser beiden Strategien wie folgt verstehen:  
 
 «Figuren mit einem festen Element addie-
ren» 
«Figuren mit einem festen Element 





(𝑛 − 1) + (𝑛 − 2)+. . . + (𝑛 − (𝑛 − 1)) 
 
mit n-1Summanden 
(𝑛 − 1) + (𝑛 − 1) +⋯+ (𝑛 − 1) 
 





 𝑛 + (𝑛 − 1)+ . . . + (𝑛 − (𝑛 − 1)) 
 
mit n Summanden 
𝑛 +  𝑛 + ⋯+  𝑛 
 





2𝑛 +  2(𝑛 − 1)+ . . . +2 (𝑛 − (𝑛 − 1)) 
 
mit n-1Summanden 
2𝑛 + 2 𝑛 + ⋯+  2𝑛 
 
mit n Summanden 
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Tab. 8.2 Additive Gerüste zu allgemeinen additiven Strategien 
 
Eine Verallgemeinerung des Aufbaus oder der Form der vorgenommenen allge-
meinen additiven Strategien erweist sich als sinnvoll, da diese dazu beitragen 
kann, die aufgestellten Rechnungen und die gedanklich vorgenommenen Struk-
turierungen besser zu verstehen. Additive Rechnungen, die den oben beschrie-
benen Formen entsprechen, beruhen vermutlich auf den dargestellten Strukturie-
rungen: Die Strategie «Figuren mit einem festen Element addieren» basiert 
voraussichtlich auf einer Strukturierung im Sinne der Elementfixierung und der 
abhängigen Figurenbildung, dies gilt ebenso für die Strategie «Figuren mit ei-
nem festen Element an einer festen Position addieren». Die Strategie «Figuren 
mit einem festen Element addieren» beruht auf der Elementfixierung und der 
abhängigen Figurenbildung. Ganz eindeutig kann eine solche Beziehung inso-
fern nicht hergestellt werden, als aufgezeigt wurde, dass einige Lernende ab-
schließend eine räumliche Strukturierung der Figurenmenge vornehmen, die in 
keiner Beziehung zu der vorherigen Strukturierung steht. Eine solche Rechnung 
kann auch zufällig den oben genannten Formen entsprechen. Um zu vermeiden, 
dass additive Rechnungen ohne Strukturbezug zur Lösungsfindung den genann-
ten Strategien zugeordnet werden, erfolgte die Konkretisierung der verwendeten 
Summanden. 
 
Zu der vorgenommenen Klassifizierung bedarf es einer weiteren Ausdifferenzie-
rung. Bei den Kombinationen mit und ohne Wiederholung sind keine Unter-
schiede zwischen additiven Rechnungen, die auf der Elementfixierung mit oder 
ohne fester Position beruhen, zu identifizieren. Bei den Variationen ohne Wie-
derholung ist hingegen zu unterscheiden, welche der beiden möglichen Strate-
gievarianten die Lernenden wählen. Dies wird exemplarisch an Jasminas Struk-
turierung und der abgeleiteten additiven Rechnung verdeutlicht: 
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Transkr. 8.4 Jasminas additives Vorgehen (KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus 
Ziffernkarten) 
 




Jasminas additive Rechnung „Drei plus drei plus drei und noch mal plus drei, 
sind 12“ unterscheidet sich von den bereits dargestellten Rechnungen. Von der 
Form ist diese ebenfalls als Addition gleicher Summanden zu charakterisieren. 
Anders als die zuvor dargestellten Rechnungen dieser Form führt diese jedoch 
zum richtigen Ergebnis. In der vorgenommenen Addition entsprechen die 
Summanden nicht der Anzahl aller Figuren mit einem festen Element, sondern 
der Anzahl der Figuren mit einem festen Element an einer festen Position. Eine 
genauere Betrachtung der Strukturierung der Figurenmenge zeigt den 
Unterschied: Die Summanden in ihrer Rechnung stellen die Anzahl aller 
Figuren mit einem Element an einer festen Position dar. In den vorherigen 
Rechnungen entsprechen die Summanden der Anzahl aller Figuren mit einem 
Element. So ergibt sich, basierend auf der Elementfixierung mit fester Position 
und einem abhängigen Figurenbildungskonzept, eine dritte additive Strategie, 
die ebenfalls als Addition gleicher Summanden charakterisiert werden kann. 
Jedoch unterscheidet sie sich von den dargestellten Additionsstrategien dahinge-
hend, dass sie zur richtigen Anzahl führt.  
 
Auf dieser Basis können im Rahmen der Untersuchung folgende allgemeine 




«Figuren mit einem festen 
Element addieren» 
«Figuren mit einem festen 
Element an einer festen 
Position addieren» 
Die additive Rechnung der 
Lernenden besteht aus 
einer Anzahl an Summan-
den, die der Anzahl aller 
Figuren mit einem festen 
Die additive Rechnung der 
Lernenden besteht aus 
einer Anzahl an Summan-
den, die genau der Anzahl 
der Ausgangselemente 
Die additive Rechnung der 
Lernenden besteht aus 
einer Anzahl an Summan-
den, die genau der Anzahl 
der Ausgangselemente 
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Element entspricht.  
Der erste Summand ent-
spricht der Anzahl der 
Figuren mit einem festen 
Element in der Figuren-
menge. Die nachfolgenden 
Summanden werden je-
weils um einen festen Wert 
verringert. Dieser Wert 
entspricht der Anzahl aller 






Die einzelnen Summanden 
entsprechen der Anzahl der 
Figuren mit einen festen 
Element an einer festen 
Position. 
Tab. 8.3 Verallgemeinerung der allgemeinen additiven Strategien 
 
Neben den drei dargestellten Strategien wurden im Rahmen dieser Untersu-
chung keine weiteren festgestellt, die auf anderen allgemeinen Strukturierungen 
beruhen. Die einseitige Ableitung rechnerischer Strategien über die Strukturie-
rung im Sinne der Elementfixierung kann unter anderem darauf zurückzuführen 
sein, dass einige Lernende im Rahmen der Interviews zunächst aufgefordert 
wurden die Vollständigkeit der erstellten Objekte zu begründen, bevor nach der 
ermittelten Anzahl gefragt wurde. Da, wie in Abschnitt 5.1 dargestellt, die Um-
strukturierungen zugunsten der Elementfixierung erfolgten und zudem viele 
Lernende eigenständig eine Überprüfung mittels der Elementfixierung vornah-
men, können diese Aspekte Gründe für die einseitige zugrundeliegende Struktu-
rierung sein. Insofern bedarf es weiterer Untersuchungen, um zu überprüfen, 
welche weiteren additiven Strategien von Lernenden verwendet werden. 
8.1.1.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Auf der Grundlage der vorangehenden Ausführungen stellt sich die Frage, in 
welcher Beziehung die additiven Strategien der Lernenden zu den fachlichen 
Zählstrategien stehen. Wie lassen sich Anzahlbestimmungsprobleme zu Kombi-
nationen ohne und mit Wiederholung und zu Variationen ohne Wiederholung 
aus fachlicher Sicht additiv lösen? Welche Voraussetzungen müssen dafür erfüllt 
sein? Die additiven Strategien der Lernenden werden folgend in Beziehung zu 
dem Additionsprinzip und dem Prinzip des Ein- & Ausschaltens gesetzt. 
Wie in Abschnitt 1.2.2 dargestellt, steckt hinter dem Additionsprinzip die grund-
sätzliche Idee, die Mächtigkeit einer Menge A zu bestimmen, indem diese zu-
nächst systematisch in überschaubare Klassen zerlegt wird. Um alle möglichen 
Lösungen eines Problems zu ermitteln, können die getrennten Anzahlen an-
schließend addiert werden (vgl. Selter & Spiegel 2004b, S. 301). Wesentlich ist 
bei diesem Prinzip, dass es sich um disjunkte Mengen handelt. Ausgehend von 
den Erläuterungen Wittmanns und Müllers (1984) lassen sich die Anzahlbe-
stimmungsprobleme entsprechend additiv lösen, indem zunächst eine Struktu-
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rierung vorgenommen oder hineingedacht wird, die die gesuchte Menge in dis-
junkte Teilmengen zerlegt. Die disjunkten Teilmengen werden anschließend 
addiert. 
Ein Vergleich der beiden auf verschiedenen Figurenbildungskonzepten beruhen-
den allgemeinen additiven Strategien zeigt Zusammenhänge und Unterschiede 
zur dargestellten Summenregel auf. Bei additiven Strategien denen - wie bei den 
Vorgehensweisen von Malin und Jasmina-  ein abhängiges Figurenbildungskon-
zept unterliegt, wird eine Zerlegung in disjunkte Teilmengen vorgenommen (für 
genauere Informationen zum Figurenbildungskonzept (vgl. 6.1). Diese additiven 
Strategien entsprechen demnach der allgemeinen Summenregel. Allgemeine, auf 
einem unabhängigen Figurenbildungskonzept basierende additive Strategien 
entsprechen nicht der allgemeinen Summenregel.  
Aus mathematischer Sicht müssen die gegebenen Aufgaben jedoch nicht 
zwangsläufig gelöst werden, indem die Menge direkt in disjunkte Teilmengen 
zerlegt wird. Es ist alternativ ebenso möglich, die Aufgaben mittels des Prinzips 
des Ein- & Ausschaltens zu lösen. Es ermöglicht, wie in Abschnitt 1.2.2 darge-
stellt, die additive Anzahlbestimmung auch auf Mengen zu übertragen, deren 
Teilmengen nicht disjunkt sind. Zunächst werden die Anzahlen der (nicht dis-
junkten) Mengen addiert. Im Anschluss erfolgen die Betrachtung der Schnitt-
mengen jeweils zweier Mengen und die Subtraktion der jeweiligen Anzahl. 
Insofern ergeben sich Gemeinsamkeiten zu den Vorgehensweisen der Lernen-
den. Im Sinne des Prinzips wäre es demnach möglich, die Anzahl der gesuchten 
Figurenmenge ausgehend von einem unabhängigen Figurenbildungskonzept, 
wie es beispielsweise Annes Vorgehen unterliegt, zu bestimmen. Dazu müssten 
lediglich die Schnittmengen der Spiele der einzelnen Mannschaften gebildet und 
subtrahiert werden. Unter dieser Perspektive ist die additive Strategie der Ler-
nenden mit unabhängigem Klassenbildungskonzept als eine sinnvolle, jedoch 
unvollständige Strategie wahrzunehmen, die durch Kompensationshandlungen 
zur richtigen Anzahlbestimmung verwendet werden kann. 
8.1.1.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Grassmann (2002) zeigt auf, dass Lernende im Rahmen eines Projektes zur 
Förderung mathematisch interessierter und begabter Kinder bereits eine additive 
Strategie zur Lösung von Problemstellungen zu Kombinationen ohne Wiederho-
lung verwendeten (vgl. 2.5.1). Diese entspricht der in dieser Untersuchung ver-
wendeten «Addition aufeinanderfolgender Zahlen» (vgl. 8.1.1). Es finden sich 
in der Literatur bislang jedoch noch keine Hinweise auf die Anwendung additi-
ver Strategien, in denen Lernende auf der Basis eines abhängigen oder unab-
hängigen Figurenbildungskonzeptes die Anzahl der Figurenmenge über die 
Strategien «Figuren mit einem festen Element addieren» oder «Figuren mit 
einem festen Element an einer festen Position addieren» lösen. 
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1. «Kombinationen addieren» 
 
2. «Permutationen addieren» 
 
8.1.2 Figurspezifische additive Strategien 
Neben den verschiedenen Figurenbildungs-
konzepten und den Fokussierungen auf all-
gemeine Strategien spiegeln sich in den addi-
tiven Rechnungen der Lernenden auch die 
vorgenommenen figurspezifischen Struktu-
rierungen wider. Diese konnten im Rahmen 
der Untersuchung eindeutig für die Variatio-
nen ohne Wiederholung lokalisiert werden, 
nicht jedoch für die Kombinationen mit Wiederholung. Da bei den Kombinatio-
nen ohne Wiederholung keine figurspezifischen Strukturierungsstrategien ver-
wendet wurden, sind diese von vorne herein ausgeschlossen. Bei den Kombina-
tionen mit Wiederholung wäre eine Rechnung, die auf einer figurspezifischen 
Strukturierung basiert, hingegen grundsätzlich möglich.  
8.1.2.1 Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von Lara 
und Ralf 
Im Folgenden werden zur Veranschaulichung der verschiedenen figurspezifi-
schen Strukturierungsstrategien bei Variationen ohne Wiederholung exempla-
risch jene von Lara und Ralf dargestellt. 
 
Transkr. 8.5 Laras additives Vorgehen (GSSTB, V. o. Wh., Türme bauen) 
Zur Situation: Lara erhält den Auftrag herauszufinden, wie viele Möglichkeiten es gibt, 
aus vier verschiedenfarbigen Bausteinen (gr, g, r, s) zweistöckige Türme zu bilden. Sie 














Anschließend bildet sie zu jedem erstellten Turm einen zweiten Turm, in dem die Anord-
nung der Bausteine vertauscht ist und legt diese wie folgt zusammen: 
Abb. 8.2 Figurspezifische additive 
Strategien 
  





I.: Mhm, wie viele hast du denn gefunden insgesamt? 
M.: Dann hätte ich 12 Türme. Weil wenn die zusammen sind, sind das 6 und danach. 
Oh Warte jetzt weiß ich‘s 6 mal äh plus 6 und dann ist das 12. [Notiert ihre 
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Analyse der Strukturierung 
Lara leitet ihre Rechnung „6 mal äh plus 6 und dann ist das 12“ ebenfalls aus 
ihrer vorgenommenen Strukturierung ab. Diese beinhaltet im Gegensatz zu 
Marys Vorgehen jedoch auch einen figurspezifischen Baustein: Nachdem sie 
mittels der allgemeinen Strategie «Disjunkte Paarbildung» alle sechs möglichen 
Kombinationen gefunden hat, bildet sie im Sinne der figurspezifischen Strategie 
«Gesamtvertauschung» alle Permutationen zu den gegebenen Kombinationen. 
Ihre abgeleitete Rechnung setzt sich wie folgt zusammen: Die Summanden (6 
und 6) stehen jeweils für die Anzahl aller Kombinationen, die sie in zwei Klas-
sen gebildet hat. Die Anzahl der Summanden (2) steht für die Anzahl aller mög-
lichen Permutationen zu zwei ausgewählten Elementen. Ihre Strukturierung 
entspricht den Kombinationen in Verbindung mit ihren Permutationen.  
 
Transkr. 8.6 Ralfs additives Vorgehen (KGSW, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten) 
Zur Situation: Ralf hat den Auftrag erhalten herauszufinden, wie viele zweistellige 
Zahlen es aus vier verschiedenen Ziffernkarten gibt. Er legt und notiert der Reihe 









R.: Mehr weiß ich nicht. 
I.: Ehem (bejahend). Ok. Kann man das irgendwie überprüfen, ob du jetzt 
wirklich alle gefunden hast? 
R.: (leise) Weiß ich nicht. 
I.: Wie viele hast du denn überhaupt gefunden? 
R.: [R. tippt immer mit zwei Fingern gleichzeitig auf zwei gefundene Lösun-
gen] Zwei plus zwei, vier. Und zwei sind sechs, acht plus zwei sind 10. 
Also 12 
I.: Magst du das erst mal aufschreiben? Nur 12, damit wir uns das merken 
können? 
R.: [R. notiert 12] 
 
 
Analyse der Strukturierung 
Ralf leitet seine Rechnung „Zwei plus zwei, vier. Und zwei sind sechs, acht plus 
zwei sind 10. Also 12“ ebenfalls aus seiner vorgenommenen Strukturierung ab. 
Der Fokus liegt in seinem Vorgehen auf der «Direktvertauschung». Diese ver-
wendet er auch, um die Anzahl rechnerisch zu bestimmen: Er addiert wiederholt 
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zwei Figuren, bis er die Anzahl vollzählig ermittelt hat. Die Summanden ent-
sprechen der Anzahl möglicher Permutationen zu einer festen Auswahl an Ele-
menten.  
 
Vergleich der Vorgehensweisen von Lara und Ralf 
Die Analysen der Rechnungen und vorgenommenen Strukturierungen von Lara 
und Ralf zeigen exemplarisch, welchen Einfluss die Fokussierung figurspezifi-
scher Strukturierungen auf die erstellten additiven Rechnungen hat. Sie ermit-
teln beide die vollzählige Figurenmenge, jedoch über zwei unterschiedliche 
additive Rechnungen. 
8.1.2.2 Verallgemeinerung 
Ebenso wie die Strukturierungen von Lara und Ralf kann die Bauart anderer 
additiver Rechnungen ebenfalls auf figurspezifische Eigenschaften zurückge-
führt werden. Die Tabelle 8.4 gibt einen Gesamtüberblick über die verschiede-
nen erstellten Rechnungen und die dazugehörigen Strukturierungen: 
 
 «Kombinationen addieren» «Permutationen addieren» 
Beispiel L.: 6 mal äh plus 6 und dann ist 
das 12. 
 
Lara, CGSB, V. o. Wh.., Türme 
bauen 
K.: Zwei, vier, sechs, acht, zehn. 
Also immer zwei dazu. 
 
 
Kilian, KGSD, V. o. Wh., Türme 
bauen 
Erläuterung Lara bildet zunächst alle mögli-
chen Turmkombinationen aus 
zwei farbigen Bausteinen mittels 
der «Disjunkten Paarbildung». 
Anschließend vertauscht sie bei 
jeder der Kombinationen die 
Anordnung der Reihenfolge der 
farbigen Bausteine. Sie bestimmt 
die Anzahl aller Kombinationen 
und addiert dazu die Vertauschung 
dieser. 
 
Kilian bildet gemäß der Strategie 
Direktvertauschung zu einer aus-
gewählten Farbkombination je-
weils direkt die Vertauschung der 
Anordnung der Elemente. Zudem 
strukturiert er sein Vorgehen über 
die Elementfixierung, wendet 
diese jedoch nicht ausschöpfend 
an. Sein schrittweises Zählen und 
die Aussage „Also immer zwei 
dazu“ beziehen sich auf die Ver-
tauschung der Anordnung, sein 
schrittweises Vorgehen lässt sich 
additiv deuten. 
  











mit 2! Summanden 
 
Summanden entsprechen der 
Anzahl an Kombinationen ohne 
Wiederholung aus zwei Elementen  







Summanden entsprechen  der 
Anzahl aller möglichen Vertau-
schungen aus zwei Elementen 
Tab.8.4 Figurspezifische additive Strategien bei Variationen ohne Wiederholung 
 
Die hier dargestellten Strukturierungen beruhen auf der allgemeinen Strategie 
der «Elementfixierung» oder der «Disjunkten Paarbildung» sowie zusätzlich auf 
einer figurspezifischen Strategie. Anders als in den in Abschnitt 8.1.1 dargestell-
ten Rechnungen fokussieren die Lernenden hier auf die besonderen Eigenschaf-
ten der kombinatorischen Figur und binden diese in die Rechnung ein. Zentral 
ist, dass durch diese Fokussierung auf figurspezifische Besonderheiten unter-
schiedliche Rechnungen zu der gleichen Figurenmenge entstehen.  
8.1.2.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
In Abschnitt 8.1.1 wurde bereits dargestellt, dass allgemeine additive Strategien, 
die auf einem abhängigen Figurenbildungskonzept beruhen, dem Additionsprin-
zip entsprechen. Die beschriebenen figurspezifischen additiven Strategien 
stimmen demnach ebenfalls mit diesem überein. Laras in Abschnitt 8.1.1 darge-
stellte allgemeine additive Strategie zu den Variationen ohne Wiederholung 
hängt zudem eng mit der Strukturierung im Baumdiagramm zusammen: Sie 
bildet jeweils alle Figuren mit einem Element an einer festen Position, bestimmt 
deren Anzahl und summiert diese anschließend auf.  
Die in diesem Abschnitt dargestellten additiven Rechnungen passen hingegen 
nicht zu dieser Strukturierung. Sie stehen, wie bereits vorab erwähnt, in enger 
Beziehung zu den Eigenschaften der Variationen ohne Wiederholung. Die 
Summanden in Laras Rechnung entsprechen der Anzahl aller Kombinationen 
ohne Wiederholung, wenn aus vier Ausgangselementen jeweils zwei zu einer 
Figur zusammengefügt werden sollen. Die Anzahl der Summanden entspricht 
der Anzahl möglicher Permutationen aus zwei Elementen. Ihr Vorgehen gleicht 
demnach den historischen Zugängen zur Anzahlbestimmung von Variationen 
ohne Wiederholung. Diese enge Beziehung zu historischen Zugängen gilt eben-
falls für die zweite figurspezifische Strategie, auch in dieser wird die Beziehung 
zwischen den verschiedenen Figuren zur Anzahlbestimmung verwendet. So 
wird bei beiden Strategien darauf zurückgegriffen, dass die Variationen ohne 
Wiederholung dem Produkt aus den Kombinationen ohne Wiederholung und 
den Permutationen ohne Wiederholung entsprechen. Dieser Ansatz wird u.a. 
bereits von Bernoulli zur Lösungsfindung verwendet und unterscheidet sich 
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insofern zentral von einer Strukturierung der Daten, die die Anwendung der 
Produktregel ermöglicht. 
8.1.2.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Bislang liegen noch keine Befunde zu den konkreten additiven Strategien von 
Lernenden und deren Beziehung zu vorgenommenen Strukturierungen vor. Die 
im Rahmen dieser Studie gewonnenen Erkenntnisse hinsichtlich verschiedener 
additiver Strategien bei einer kombinatorischen Figur können jedoch einen Er-
klärungsansatz zu den von English (1996) und English & Sharry (1996) identifi-
zierten unterschiedlichen rechnerischen Lösungen der Lernenden liefern. Sie 
zeigt auf, dass Lernende zur Lösung von Problemstellungen zum Kreuzprodukt 
andere als die erwarteten multiplikativen Rechnungen notieren (vgl. 2.5.1). 
Aufgrund der in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Ergebnisse ist 
anzunehmen, dass die verschiedenen Rechnungen der Lernenden ebenfalls auf 
Strukturierungen beruhen, die nicht der «Elementfixierung» (dem klassischen 
Tachometerprinzip) entsprechen. Anzunehmen ist, dass Lernende unabhängig 
von einer verwendeten Strukturierung beim Erstellen der Figurenmenge, dieser 
nachträglich eine Struktur aufgeprägt haben, welche die Anzahlbestimmung 
vereinfacht (vgl. Einleitung in Kapitel 8). Oder aber sie haben ein strukturiertes 
Vorgehen beim Erstellen der Figurenmenge verwendet, welches sich von der 
stufenförmigen Strukturierung beim Baumdiagramm unterscheidet. Ob diese 
Vermutung zutrifft, bedarf jedoch einer empirischen Überprüfung. 
8.1.3 Fazit 
Über alle Figuren hinweg wurden gemeinsame additive Strategien identifiziert, 
welche sich ähnlich wie die Strukturierungsstrategien der Lernenden verschie-
denen Strategieklassen zuordnen lassen. Unterschieden werden zum einen all-
gemeine additive Strategien, die dadurch charakterisiert sind, dass sie auf einer 
Fokussierung auf eine allgemeine Strukturierung beruhen. Zum anderen auch 
figurspezifische Strategien, in denen in den Rechnungen Beziehungen zu den 
Eigenschaften der Figuren rekonstruiert wurden. Bei allen kombinatorischen 
Figuren wurden allgemeine Strategien verwendet, die figurspezifischen wurden 
hingegen nur bei den Variationen ohne Wiederholung identifiziert, auch wenn 
sie grundsätzlich ebenfalls bei den Kombinationen mit Wiederholung möglich 
sind. Die nachfolgende Tabelle gibt einen Überblick zu allen verwendeten addi-
tiven Strategien. Das dargestellte Gerüst der Rechnungen sowie die Beispiele 
beziehen sich zur Veranschaulichung der Unterschiede exemplarisch auf die 
Variationen ohne Wiederholung.  
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2𝑛 +  2(𝑛 − 1)+ . .. 
+2 (𝑛 − (𝑛 − 1)) 
 
mit n-1 Summanden 
 
Summanden entsprechen aufeinander-
folgenden Zahlen rückwärts addiert, 
der größte Summand entspricht der 









2𝑛 + 2 𝑛 + ⋯+  2𝑛 
 
mit n Summanden 
 
Summanden entsprechen der Anzahl 









(𝑛 − 1) + (𝑛 − 1)+ . . . +(𝑛 − 1) 
 
mit n Summanden 
 
Summanden entsprechen der Anzahl 
an Figuren mit einem festen Element 


































mit 2! Summanden 
 
Summanden entsprechen der Anzahl 
an Kombinationen ohne Wiederho-












Summanden entsprechen  der Anzahl 
aller möglichen Vertauschungen aus 
zwei Elementen 
K.: Zwei, vier, sechs, 
acht, zehn. Also im-
mer zwei dazu. 
 
 
Tab. 8.5 Allgemeine und figurspezifische additive Strategien 
 
Die beiden erstgenannten allgemeinen additiven Strategien wurden über alle 
Figuren hinweg verwendet. Die dritte Strategie trat nur bei Variationen ohne 
Wiederholung auf, bezieht sich jedoch ebenfalls auf eine allgemeine Strukturie-
rungsstrategie. Die Gegenüberstellung der allgemeinen additiven Strategien der 
Lernenden mit dem Additionsprinzip und dem Prinzip des Ein- und Ausschal-
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tens zeigt, dass additive Strategien, denen ein abhängiges Figurenbildungskon-
zept unterliegt, dem Additionsprinzip entsprechen. Lernende, die auf diese Stra-
tegien zurückgreifen, zerlegen die gesuchte Menge in disjunkte Klassen und 
summieren die Anzahl der Figuren der einzelnen Klassen, um die Anzahl der 
Figurenmenge zu bestimmen. Additive Strategien der Lernenden, denen ein 
unabhängiges Figurenbildungskonzept unterliegt, sind entsprechend nicht mit 
dem Additionsprinzip gleichzusetzen, da das Kriterium, eine Zerlegung in dis-
junkte Mengen vorzunehmen, nicht erfüllt ist. Es zeigen sich aber Parallelen zu 
dem Prinzip des Ein- und Ausschaltens. Dieses beruht darauf, nicht disjunkte 
Mengen zu zählen, welche ebenso, wie bei den additiven Strategien der Lernen-
den aufsummiert werden. Bei dem Prinzip des Ein- und Ausschaltens wird je-
doch im Anschluss eine Kompensation durchgeführt, indem die Anzahl der 
Objekte in den Schnittmengen der Mengen subtrahiert wird, diese fehlt bei den 
Strategien der Lernenden. 
Zu Variationen ohne Wiederholung wurden zusätzlich zwei figurspezifische 
Strategien identifiziert, welche sich auf die Vertauschung der Anordnung in den 
Objekten beziehen. Diese finden sich in den additiven Rechnungen der Lernen-
den wie folgt wieder: Entweder entspricht die Anzahl der Summanden der An-
zahl der möglichen Vertauschungen der Anordnung in den Objekten oder aber 
die Summanden selbst stimmen mit dieser Anzahl überein. Lernende greifen 
demnach in ihren Rechnungen eine Beziehung zwischen den verschiedenen 
Figuren auf, welche bereits Bernoulli zur Anzahlbestimmung verwendete, die 
heute in der Regel zur Anzahlbestimmung der Variationen ohne Wiederholung 
in der Schule nicht genutzt wird.  
Die dargestellten Erkenntnisse bezüglich des Einsatzes additiver Strategien 
werden in den Befunden vorangehender Studien noch nicht benannt, es gibt 
jedoch Hinweise auf ein strategisches Vorgehen, welches der Strategie «Additi-
on aufeinanderfolgender Zahlen» entspricht (vgl. Grassmann 2002). Die vorlie-
genden Ergebnisse liefern zudem einen möglichen Erklärungsansatz für die von 
English (1996) und English & Sharry (1996) dargestellten Ergebnisse zur An-
wendung des Kreuzproduktes. Sie stellten im Rahmen einer Untersuchung mit 
Fünftklässlern fest, dass diese oftmals Rechnungen verwenden, die nicht mit 
dem Bilden eines Stufenablaufs zur Anwendung des Kreuzproduktes überein-
stimmen. Aufgrund der Erkenntnis, dass Lernende verschiedene Rechnungen 
verwenden, die auf verschiedenen vorgenommenen Strukturierungen der Figu-
renmenge beruhen, ist anzunehmen, dass in Englishs Untersuchung ebenfalls 
vorrangig Strukturierungen verwendet wurden, die nicht dem klassischen 
Kreuzprodukt entsprechen. Zu klären ist, welche Strukturierungen die Lernen-
den konkret vorgenommen haben und ob sich diese auf Strukturierungen bezie-
hen, welche in Beziehung zu den gebildeten Figuren stehen oder losgelöst ver-
wendet wurden (vgl. Einleitung Kapitel 8). 
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1. «Ausgangselemente und 
Figur zu einem festen Ele-
ment multiplizieren» 
 
8.2 Multiplikative Anzahlbestimmung 
„Weil, jede Mannschaft muss ja eigentlich dreimal spielen, aber es sind vier 
Mannschaften. Also muss es eigentlich dreimal vier sein.“ 
Rieka, Fußball, K. o. Wh. 
 
Ebenso wie Rieka lösen einige Lernende die 
Aufgabenstellungen direkt oder indirekt 
multiplikativ. Besonders auffällig ist diesbe-
züglich, dass bei allen drei Figuren multipli-
kative Lösungswege verwendet werden, die zu einer fehlerhaften Lösung füh-
ren.  
Eine genauere Betrachtung der ermittelten Anzahlen zeigt, dass die Lernenden 
durch ihr strategiegeleitetes und vollständig systematisches Vorgehen ebenso 
wie bei additiven Strategien, denen ein unabhängiges Figurenbildungskonzept 
unterliegt, bei den Kombinationen ohne Wiederholung und den Variationen ohne 
Wiederholung genau zur doppelten Anzahl an Lösungen kommen. Bei den 
Kombinationen mit Wiederholung ermitteln sie die Summe aus der doppelten 
Anzahl an Objekten zu Kombinationen ohne Wiederholung und der Anzahl an 
Objekten mit Wiederholung. Eine Analyse der zugrunde liegenden Überlegun-
gen und Strukturierungen zeigt, dass die drei multiplikativen Rechnungen auf 
derselben Überlegung basieren, diese jedoch nicht direkt auf den bislang darge-
stellten Strukturierungsstrategien beruht. Um diese Überlegung zu veranschauli-
chen, werden die multiplikativen Anzahlbestimmungen zweier Lernender ver-
gleichend betrachtet. 
8.2.1 Multiplikative Anzahlbestimmungsstrategien der Lernenden 
8.2.1.1 Kontrastierender Vergleich der Vorgehens- und Denkweisen von Rieka 
und Leon  
Die nachfolgend analysierten Transkriptausschnitte zeigen auf, dass Lernende, 
die die Anzahl der Figuren multiplikativ bestimmen und über dieses Vorgehen 
zu einer zu großen Anzahl an Lösungen gelangen, eine bestimmte Strategie 
verfolgen. 
 
Transkr. 8.7 Riekas multiplikative Rechnung (GSSTB, K. o. Wh., Fußball) 
Zur Situation: Rieka erhält den Auftrag, herauszufinden, wie viele verschiedene Fußball-
spiele es auf einem Fußballturnier mit vier Mannschaften gibt, wenn jede genau einmal 
gegen jede andere spielen soll. 
I.: Wie viele Fußballspiele gibt es denn auf einem Turnier, wenn 4 Mannschaf-
ten mitspielen und jede genau einmal gegen jede andere spielen soll? 
R.: Da muss ich eigentlich nur viermal 4 rechnen und das sind 16. 
I.: Ehem., warum meinst du, dass das viermal 4 sind? 
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R.: Weil jede Mannschaft muss ja eigentlich dreimal spielen und das sind vier 
Mannschaften, also muss das eigentlich dreimal 4 sein…oder viermal 4. 
I.: Dreimal vier oder viermal vier?  
R.: Eigentlich dreimal vier. 
Analyse des Transkriptausschnitts  
Aus Riekas Äußerung „Jede Mannschaft muss ja eigentlich dreimal spielen und 
das sind vier Mannschaften, also muss das eigentlich dreimal 4 sein“ lässt sich 
ableiten, dass sie von vier Mannschaften ausgeht, die jeweils dreimal spielen. 
Der erste Faktor „3“ stellt dementsprechend die Anzahl der Spiele einer Mann-
schaft dar, der zweite Faktor (4) die Anzahl der Mannschaften. Leon stellt zur 
Lösung der erwähnten Fußballaufgabe ähnliche Überlegungen an: 
 
Transkr. 8.8 Leons multiplikative Rechnung (GSSTB, K.o.Wh., Fußball) 
Zur Situation: Leon erhält den Auftrag, herauszufin-
den, wie viele verschiedene Fußballspiele es auf ei-
nem Fußballturnier mit vier Mannschaften gibt, wenn 
jede genau einmal gegen jede andere spielen soll.  
L.: 6 [schaut die I. an]. 
I.: Wie hast du das denn so schnell gemacht? Das ging ja ganz fix. 
L.: 3 [zeigt auf die drei Wimpel, die rechts neben schwarz liegen], 2 [zeigt auf die 
zwei Wimpel, die rechts neben gelb liegen], 1 [zeigt auf die beiden ganz rechts 
liegenden Wimpel rot und grün]. 
I.: Aha, magst du das mal aufschreiben, wie du das gerechnet hast und das Ergeb-
nis? 
L.: Okay. Einfach nur das Ergebnis oder wie ich das gerechnet (...) 
I.: (unterbricht L.) Auch wie du das gerechnet hast, wenn das geht. 
L.: Okay [notiert: „schwarz hat 3-mal gespielt"“, „gelb hat 3-mal gespielt“, 
„rot](...)]. Eigentlich wären es 9 [schaut die I. an]. 
I.: Mhm. 
L.: Weil jede Mannschaft 3-mal spielt. 
I.: Mhm, du hast aber jetzt gerade ganz - ganz fix 6 gesagt. Was stimmt denn 
eigentlich wohl? Du hast Recht, jede Mannschaft spielt 3-mal, aber wenn du 
jetzt da guckst [schiebt die Lösung schwarz gelb zu L. die er in der Klärung der 
Aufgabenstellung gemalt hatte], was stimmt 6 oder 3? Wie hast du das denn so 
schnell gemacht? Das ging ja ganz fix. 
L.: Hab 4 mal 3. 
I.: Okay. 4 mal 3. Magst du das nochmal drunter schreiben: 4 mal 3 gleich 12 
Spiele. 
L.: [notiert „4∙3= 12 Spiele“] 
I.: Vorhin hast du gesagt, das sind 6, was stimmt denn jetzt? 
L.: 12. 
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Analyse des Transkriptausschnitts  
Leon ermittelt als erstes Ergebnis sechs Spiele. Aufgrund seiner Handbewegun-
gen und seiner Aussage „drei“ ist anzunehmen, dass er die Anzahl der Lösungen 
ermittelt, indem er zunächst alle drei Spiele von Mannschaft schwarz bestimmt 
und dies durch die Geste verstärkt. Im Anschluss bestimmt er vermutlich die 
noch verbleibenden zwei Spiele von Mannschaft gelb; er benennt entsprechend 
die „2“. Abschließend zählt er das eine noch ausstehende Spiel von Mannschaft 
rot, dies erklärt die „1“. Nach der Aufforderung, seine Lösungen zu notieren, 
ändert er sein Vorgehen. Er geht davon aus, dass jede Mannschaft drei Spiele 
bestreiten müsse. Entsprechend notiert er „schwarz hat 3-mal gespielt, gelb hat 
3-mal gespielt, grün hat 3-mal gespielt“. Während des Lösungsprozesses ändert 
er seine Meinung über die Anzahl aller Spiele und geht zunächst von neun, dann 
von zwölf Spielen aus. Anzunehmen ist, dass er sich bei der Antwort neun zu-
nächst verzählt hat. Als Gesamtzahl der Spiele legt er sich – wie erwähnt – ab-
schließend auf 12 Spiele fest und erklärt, wie diese Anzahl zustande kommt: „4-
mal 3“. Es kann vermutet werden, dass er diese Schlussfolgerung aus seinen 
bisherigen Überlegungen trifft: Jede Mannschaft spielt 3-mal. Da es vier Mann-
schaften gibt, geht er davon aus, dass diese insgesamt 4 mal 3also insgesamt 
zwölf Spiele absolvieren müssen. Er schließt von der Anzahl der Spiele, die eine 
Mannschaft hat, also auf die Anzahl aller Spiele auf dem Turnier.  
Vergleichende und kontrastierende Betrachtung: Gemeinsamkeiten und 
Unterschiede in den Vorgehensweisen von Rieka und Leon 
Rieka und Leon nehmen beide folgerichtig an, dass jede der Mannschaften ins-
gesamt drei Spiele bestreiten muss. Ausgehend von dieser richtigen Annahme 
schlussfolgern sie, dass insgesamt zwölf Spiele stattfinden. Beide Lernende 
schließen demnach direkt von der Anzahl der Spiele einer Mannschaft auf die 
Anzahl der Spiele aller Mannschaften.  
Die Lernenden überlegen zunächst, wie viele Figuren mit einem festen Element 
(Mannschaft x) in der Figurenmenge (alle Spiele) enthalten sind. Von der ermit-
telten Anzahl der Figuren (drei Spiele von Mannschaft x) schließen sie auf die 
Anzahl der Figuren mit einem festen anderen Element (jede Mannschaft spielt 
3-mal) und bilden das Produkt aus der Anzahl der Elemente der Ausgangsmenge 
(vier Mannschaften) und der Anzahl der Figuren mit einem festen Element (jede 
Mannschaft spielt 3-mal). Weiter lässt sich ableiten, dass die Lernenden anneh-
men, das gebildete Produkt entspräche der Gesamtzahl der Figuren in der Figu-
renmenge („Wenn es vier Mannschaften gibt und jede 3-mal spielt, dann gibt es 
insgesamt zwölf Spiele auf dem Fußballturnier.“). Ihre multiplikative Rechnung 
beruht demnach auf einer Strategie, die sich als «Direkter Schluss von der An-
zahl der Figuren mit einem festen Einzelelement auf die Anzahl aller Figuren in 
der Figurenmenge» oder verkürzt als «Direkter Schluss von der Anzahl der 
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Einzelelemente auf die Anzahl aller Figuren» bezeichnen lässt. Zentral ist, dass 
ihre grundlegende Überlegung: Jede Mannschaft spielt genau 3-mal“ richtig ist. 
Lediglich ihre Überlegungen zum Zusammenhang zwischen der Anzahl der 
Figuren mit einem Einzelelement und der Kardinalität der Figurenmenge sind 
nicht zutreffend 
8.2.1.2 Verallgemeinerung «Ausgangselemente und Figuren mit einem festen 
Element multiplizieren»  
Lernende ermitteln auch bei den anderen Figuren die Anzahl aller Figuren mit-
tels einer multiplikativen Rechnung. Ebenso wie Rieka und Leon schließen sie 
dabei allesamt direkt von der Anzahl der Figuren mit einem festen Einzelele-
ment auf die Kardinalität der Figurenmenge. Die Tabelle 8.6 gibt exemplarisch 
für jede Figur ein Beispiel und verallgemeinert zudem die von den Lernenden 








(n=4, k=2; 6 
Mögl.) 
„4∙3= 12 Spiele“ 
Leon, GSSTB, K. o. Wh., 
Fußball  
Der erste Faktor „4“ entspricht 
der Anzahl aller teilnehmenden 
Mannschaften.  
Der zweite Faktor „3“ ent-
spricht der Anzahl aller Spiele 
einer ausgewählten Mannshaft“ 
Kombinationen 
mit Wiederholung 
(n=4, k=2; 10 
Mögl.) 
„Also das sind dann von 
jedem Dominostein 4, also 
sind es insgesamt 4 mal 4 … 
16 Dominosteine“  
 
Lia, GSSTB, K. m. Wh., Do-
minosteine 
Der erste oder zweite Faktor 
„4“ entspricht der Anzahl aller 
zur Verfügung stehenden 
Punktmuster. Der erste oder 
zweite Faktor „4“ entspricht der 
Anzahl der Dominosteine mit 
einem festen Punktmuster 
Variationen ohne 
Wiederholung 




 „Mit jeder Farbe 6 Türme, 
dann sind das insgesamt 24 
Türme.“ 
Phil, CGSB, V. o. Wh., Türme 
bauen 
Der erste Faktor „4“ entspricht 
der Anzahl aller zur Verfügung 
stehenden farbigen Bausteine.  
Der zweite Faktor „6“ ent-
spricht der Anzahl aller Türme 
mit Baustein einer ausgewähl-
ten farbigen Farbe. 
Tab. 8.6 «Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf die Anzahl aller Figuren» 
bei verschiedenen kombinatorischen Figuren 
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Der Tabelle sind die zu Beginn des Abschnitts 8.2 benannten Beziehungen zwi-
schen der Anzahl der Figuren in der gesuchten Figurenmenge und der Anzahl 
der tatsächlich ermittelten Figurenmenge zu entnehmen (Spalte 1 und Spalte 2). 
Anhand der Beschreibungen ist zudem zu erkennen, dass die Lernenden über 
alle Figuren hinweg das Produkt aus der Anzahl der Elemente in der Ausgangs-
menge und der Anzahl der Figuren mit einem festen Einzelelement in der Figu-
renmenge bilden. Auf Grundlage der Äußerungen und Rechnungen der Lernen-
den lässt sich folgende Verallgemeinerung der Strategie ableiten, auf welcher 
die multiplikative Rechnung beruht. 
 
Verallgemeinerung «Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf die Anzahl 
aller Figuren»  
1. Ermittle, wie viele Figuren es mit einem festen Element in der Figu-
renmenge gibt. 
2. Bilde das Produkt aus der Anzahl der Ausgangselemente und der in 
Schritt 1 ermittelten Anzahl. Das Produkt gibt die Anzahl aller Figuren 
in der Figurenmenge an. 
Abb. 8.3 Verallgemeinerung «Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf die 




Multiplikative Anzahlbestimmung 271 
Für die einzelnen Figuren ergibt sich daraus folgendes Gerüst27 für die aufge-
stellten multiplikativen Rechnungen. Rechnungen, welche diesem Aufbau ent-
sprechen, beruhen voraussichtlich auf der dargestellten Strategie.  
 
Kombinatorische Figur 1. Anzahl der Figuren mit 
einem festen Element in 
der Figurenmenge 





𝑛 − 1 
𝑛 ist kombinierbar mit 
𝑛 − 1 anderen Elementen. 






𝑛 ist kombinierbar 
mit 𝑛 𝐸𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒𝑛; 
dadurch, dass n einmal mit 
sich selbst kombiniert 
wird, gibt es das Element 𝑛 
genau 𝑛 mal in der Ob-
jektmenge. 





𝑘! ∙ (𝑛 − 1) 
𝑛 ist kombinierbar mit 
(𝑛 − 1) Elementen, dazu 
gibt es 𝑘! mögliche Vertau-
schungen. 
𝑛 ∙ (𝑘! ∙ (𝑛 − 1)) 
 
Tab. 8.7 Multiplikative Gerüste zur Strategie «Ausgangselemente und Figuren mit 
einem festen Element multiplizieren»  
 
Ausgehend von den vorherigen Ausführungen zeigt sich, dass Lernende, bei 
diesem Vorgehen das eigentliche Problem in Teilprobleme zerlegen. Grundsätz-
lich kann diese Strategie als ein sehr sinnvolles und für die kombinatorische 
Anzahlbestimmung typisches Vorgehen gelten (vgl. 1.2). Dennoch zeigt sich, 
dass die Vorgehensweisen der Lernenden nicht zu der gesuchten Anzahl der 
Figurenmenge führen. Es gilt zu klären, ob es möglich ist, von der Anzahl der 
Figuren mit einem festen Element auf die Anzahl aller Figuren in der Figuren-
menge zu schließen und worin der Fehler der Lernenden besteht. Eine Betrach-
                                                          
 
 
27 Da im Rahmen dieser Untersuchung die Begriffe „Strukturierung“ und „Struktur“ 
häufig verwendet werde, wird zur Beschreibung der Struktur der additiven und multipli-
kativen Rechnungen der Begriff „Gerüst“ verwendet. Dieser beschreibt die übergeordne-
te Struktur der Rechnungen. 
28 Das gebildete Produkt setzt sich aus zwei Faktoren zusammen. Ein Faktor entspricht 
der Anzahl der Elemente in der Ausgangsmenge, der andere der Anzahl der Elemente mit 
einem festen Element in der Figurenmenge. 
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tung der durch die Lernenden erstellten Figurenmenge (welche nicht der ge-
suchten Figurenmenge entspricht!) gibt darüber einen ersten Aufschluss: Wer-
den sukzessive jeweils alle Figuren zu einem ausgewählten Element gebildet, so 
entstehen so viele Mengen, wie es Ausgangselemente gibt. Diese enthalten je-
weils alle Figuren mit einem Element, es entstehen demnach nicht disjunkte 
Mengen.  
 
Aus dieser Erkenntnis lässt sich auch folgern, dass voraussichtlich eine Bezie-
hung zwischen der unabhängigen Bildung von Figuren und der dargestellten 
Strategie besteht. Wie diese Beziehung jedoch genau zu charakterisieren ist, 
lässt sich auf Grundlage der vorliegenden Untersuchungsergebnisse nicht be-
antworten, sondern es bedarf dazu weiterer Studien.  
8.2.1.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Ebenso wie für die Addition stellt sich auch für die multiplikative Anzahlbe-
stimmung im Kontext kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme die Fra-
ge, wie bzw. inwiefern sich die gegebenen Probleme multiplikativ lösen lassen 
und in welchem Zusammenhang die fachlichen Wege mit den multiplikativen 
Anzahlbestimmungen der Lernenden stehen. Besonders auffällig bei den Letzt-
genannten ist, dass diese ausschließlich zu einer fehlerhaften Anzahl führen. 
Dies ist insofern besonders, als es grundsätzlich bei den Variationen ohne Wie-
derholung möglich ist, diese multiplikativ – ohne weitere Kompensation – zu 
lösen. Notwendig ist dazu jedoch das Finden einer geeigneten Strukturierung, 
die eine multiplikative Anzahlbestimmung erlaubt.  
Kütting und Sauer (2008, S. 82) formulieren das allgemeine Zählprinzip bezug-
nehmend auf ein Experiment aus Teilversuchen, die unabhängig voneinander 
durchgeführt werden. Die Faktoren entsprechen dabei der Anzahl der möglichen 
Ergebnisse in den Teilversuchen (vgl. 1.2.2). Im vorangehenden Abschnitt wur-
de aufgezeigt, dass das von den Lernenden gebildete Produkt auf einer Zerle-
gung des Problems in Teilprobleme beruht und Mengen beschreibt, die alle die 
gleiche Kardinalität haben, jedoch nicht disjunkt sind. Insofern entspricht die 
Vorstellung der Zerlegung in Teilversuche nicht den Überlegungen der Lernen-
den. Es zeigen sich jedoch Gemeinsamkeiten zu der von Kirsch (2004) formu-
lierten Auffassung des allgemeinen Zählprinzips. Dieser beschreibt das allge-
meine Zählprinzip über folgende Modellierung: „Das Produkt 𝑚 ∙ 𝑛 ist die Kar-
dinalzahl der Vereinigung von m paarweise disjunkten Mengen, die alle die 
gleiche Kardinalzahl n haben“ (ebd., S. 23). Diese Darstellung entspricht der 
Vorstellung von der Multiplikation als wiederholter Addition gleicher Summan-
den. Es ist anzunehmen, dass die Lernenden auf dieses Konzept der Multiplika-
tion zurückgreifen, ohne die notwendige Disjunktheit der Mengen zu berück-
sichtigen bzw. sich dieser bewusst zu sein. Über diese Vorstellung wird die Mul-
tiplikation im Unterricht eingeführt.  
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Es ist insofern zu berücksichtigen, dass die multiplikative Anzahlbestimmung 
der Lernenden aufgrund der fehlenden Disjunktheit der Mengen nicht der An-
wendung des allgemeinen Zählprinzips entspricht. Multiplikative Rechnungen, 
die den dargestellten Gerüsten entsprechen, können dementsprechend keines-
falls mit diesem gleichgesetzt werden. Insofern ist auf Grundlage der vorliegen-
den Resultate auch nicht davon auszugehen, dass Lernende diese Regel auf eine 
falsche Situation anwenden, sondern dem von ihnen gebildeten Produkt viel-
mehr eine andere Vorstellung unterliegt. 
8.2.1.4 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
In der Literatur liegen bislang keine Befunde vor, die dem «Direkten Schluss 
von der Anzahl der Einzelelemente auf die Anzahl aller Figuren» entsprechen. 
Es gibt jedoch einige Hinweise auf multiplikative Rechnungen, die zu einer 
falschen Anzahl an Lösungen führen. Unter anderem beschreibt Neubert (2003), 
wie in Abschnitt 2.5 dargestellt, dass Lernende ebenfalls eine multiplikative 
Rechnung verwenden, die zu einer fehlerhaften Anzahl führt und nimmt an, dass 
diese übersehen, Figuren doppelt gezählt zu haben. Eine genauere Betrachtung 
der dort beschriebenen Rechnung zeigt, dass diese exakt auf die dargestellte 
Beschreibung der Strategie passt. Die Lernenden erhielten den Auftrag, die 
Anzahl aller möglichen Tischtennisspiele zu ermitteln, wenn am Turnier sechs 
Personen teilnehmen und jede genau einmal gegen jede andere spielen soll. Das 
Vorgehen der Lernenden beschreibt Neubert (ebd., S. 98) wie folgt: „Die Ler-
nenden überlegten sich, dass jeder der sechs Teilnehmer gegen 5 andere spielt 
und rechneten 6 ∙ 5.“ Das von den Lernenden gebildete Produkt entspricht dem 
dargestellten Gerüst zur Strategie. Der erste Faktor gibt dabei die Anzahl der 
Elemente der Ausgangsmenge an, der zweite Faktor die Anzahl aller Figuren 
mit einem festen Element. Die Ergebnisse dieser Untersuchung zeigen auf, dass 
es sich bei diesem Vorgehen keinesfalls um ein Versehen handelt, sondern ver-
mutlich um eine bewusst ausgewählte Strategie, bei der den Lernenden voraus-
sichtlich nicht klar ist, dass diese die gesuchte Figurenmenge nicht erzeugt.  
Auch Lack (2009) zeigt auf, wie Lernende die gesuchte Anzahl multiplikativ 
ermitteln (vgl. 2.5.1 zur genaueren Darstellung). Sie stellt dar, wie die Lernen-
den in Permutationsproblemen zunächst die Anzahl aller möglichen Türme mit 
einem Baustein an einer festen Position ermitteln und annehmen, dass es für alle 
weiteren Türme mit einem anderen farbigen Baustein an der gleichen Position 
ebenso viele Möglichkeiten gibt. Insofern ähnelt das strategische Vorgehen der 
begabten Lernenden dem Vorgehen der Schüler im Rahmen dieser Untersu-
chung. Die Strategien unterscheiden sich jedoch insofern, als bei Lack die An-
zahl aller Objekte mit einem festen Element an einer festen Position und die 
gesuchte Anzahl der Figurenmenge bestimmt werden. im Rahmen dieser Studie 
und auch in der Darstellung Neuberts überlegen die Lernenden hingegen, wie 
viele Figuren es mit einem festen Element unabhängig von der Position gibt, 
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erstellen also gedanklich nicht disjunkte Mengen, so dass nicht die gesuchte 
Figurenmenge ermittelt wird. Aus den Gemeinsamkeiten und Unterschieden zu 
vorangegangenen Untersuchungen ist zu folgern, dass der «Direkte Schluss von 
der Anzahl der Einzelelemente auf die Anzahl aller Figuren» eine typische Stra-
tegie von Lernenden zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen ist. 
8.2.2 Fazit 
Bemerkenswerterweise verwenden Lernende über alle in der Untersuchung 
verwendeten Figuren hinweg bereits ein multiplikatives Vorgehen, um die An-
zahl der Figurenmenge zu bestimmen. Es zeigt sich, dass die Lernenden bei der 
Anzahlbestimmung darauf fokussieren, wie viele Figuren es mit einem festen 
Element in der Figurenmenge gibt. Im Mittelpunkt steht jeweils die Frage „Wie 
viele Möglichkeiten gibt es mit dem Element „a“?“ oder „Auf wie vielen Wegen 
kann ich das Element „a“ mit anderen Elementen kombinieren?“ Die Lernen-
den zerlegen das Problem demnach in Teilprobleme. Von der Anzahl der Figuren 
mit einem festen Einzelelement schließen sie direkt auf die Anzahl aller Figuren 
in der Figurenmenge. Der Tabelle sind Beispiele für diese Strategie bei ver-
schiedenen Figuren zu entnehmen. Gleichzeitig zeigt sie auf, dass die verwende-
te Strategie, trotz einer grundsätzlich sinnvollen Annahme, bei allen Figuren zu 




(n=4, k=2; 6 Mögl.) 






       








(n=4, k=2; 10 Mögl.) 
„Also das sind dann von jedem Domi-
nostein vier, also sind es insgesamt vier 
mal vier…sechszehn Dominosteine“  




(n=4, k=2; 12 Mögl.) 
 
Phil, GSB., Türme bauen  
24/12 
Tab. 8.8 Multiplikative Strategie «Ausgangselemente und Figuren mit einem festen 
Element multiplizieren» bei verschiedenen Figuren 
 
Die Beispiele zeigen, dass das gebildete Produkt jeweils einen Faktor enthält, 
der der Anzahl der Elemente in der Ausgangsmenge entspricht und einen Faktor, 
der der Anzahl der Figuren mit einem festen Element entspricht. Entsprechend 
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wird diese multiplikative Strategie als «Direkter Schluss von der Anzahl der 
Einzelelemente auf die Anzahl aller Figuren» bezeichnet. Zentral ist, dass die 
grundsätzliche Überlegung, wie häufig das jeweilige Element in der Figuren-
menge vorkommt, ebenso zutreffend ist, wie die Schlussfolgerung, dass alle 
anderen Elemente genauso häufig enthalten sein müssen. Die fehlerhafte An-
zahlbestimmung entsteht vermutlich dadurch, dass die Lernenden auf dieser 
Grundlage ein Produkt bilden, obwohl die betrachteten Mengen nicht disjunkt 
sind. 
Eine Betrachtung der in der Literatur dargestellten multiplikativen Rechnungen 
zeigt Gemeinsamkeiten mit den eigenen Beobachtungen auf (vgl. 2.5.1). So 
werden von Neubert (2003) und Lack (2009) im Kontext von Kombinations- 
und Permutationsproblemen ohne Wiederholung multiplikative Rechnungen 
dargestellt. Es liegen jedoch keine Befunde über die zugrunde liegenden Denk-
wege vor. Der herausgearbeitete Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf 
die Anzahl aller Figuren in der Figurenmenge stellt einen Erklärungsansatz für 
die dort beschriebenen multiplikativen Rechnungen dar. Er zeigt auf, auf wel-
chen sinnvollen, wenn auch nicht in allen Fällen zielführenden, Gedankengän-
gen die multiplikativen Rechnungen basieren. 
Die fachliche Klärung zeigt, dass die multiplikativen Rechnungen der Lernen-
den nicht mit dem allgemeinen Zählprinzip gleichgesetzt werden können, da die 
Produktbildung der Lernenden auf einer anderen Vorstellung basiert. Sie bilden 
Mengen mit der gleichen Anzahl an Elementen. Basierend auf der Addition 
gleicher Summanden leiten sie die multiplikative Rechnung ab. Notwendig ist 
dazu jedoch, dass die gebildeten Mengen disjunkt sind, welches für die durch 
die von den Lernenden gebildeten Mengen nicht zutrifft. Ebenso, wie bei der 
Addition ist es jedoch möglich, die Aufgaben multiplikativ zu lösen und Kom-
pensationshandlungen bzw. -operationen durchzuführen, um zu viel Gezähltes 
wieder auszugleichen. Im Rahmen der Studie zeigte sich, dass einige Lernende 
bereits sinnvolle Kompensationsstrategien verwenden. Auf diesen Aspekt wird 
im folgenden Abschnitt konkreter eingegangen. 
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1. «Doppelte wegnehmen» 
2. «Gruppen bilden» 
8.3 Kompensationsstrategien 
„Oh, dann, da habe ich welche doppelt gemacht, die müssen 
dann noch raus.“ 
Mina, KGSD, K. o. Wh., Fußball 
 
Ähnlich wie Mina (vgl. Abb. rechts) gehen einige Lernende 
systematisch vor und ermitteln dennoch zu viele Lösungen. 
Das „Phänomen des systematischen Zuviel-Zählens“ lässt 
sich sowohl bei auflistenden als auch bei rechnerischen Stra-
tegien beobachten. Ursache für die systematisch zu viel ermit-
telten Lösungen ist dabei ein unabhängiges Figurenbildungs-
konzept (vgl. 6.1.2). Bei der selbständigen Überprüfung oder 
auf Nachfrage erkennen einige der Lernenden, wie beispiels-
weise Mina, dass sie zu viele Objekte notiert haben. Gegen-
stand dieses Abschnitts sind demzufolge die vorgenommenen 
Kompensationsstrategien, welche Lernende verwenden, um 
ausgehend von ihren ermittelten Lösungen die richtige Lö-
sungsanzahl zu erhalten.  
Insgesamt wurden zwei verschiedene Kom-
pensationsstrategien rekonstruiert, die Stra-
tegien «Doppelte wegnehmen» und «Grup-
pen bilden». Im Folgenden werden diese 
beiden Kompensationsstrategien genauer in 
den Blick genommen.  
8.3.1 Kompensationsstrategie «Doppelte wegnehmen» 
Die Kompensationsstrategie «Doppelte wegnehmen» wird an den Handlungen 
und Äußerungen von Phil besonders deutlich: 
 
Transkr. 8.9 Phils Strategie «Doppelte wegnehmen» (GSSTB, V. o. Wh.; Türme 
bauen) 
Zur Situation: Phil hat unter Verwendung der «Ele-
mentfixierung» und der «Einzelvertauschung» 
insgesamt 24 Möglichkeiten gefunden, da er bei der 
Notation die Disjunktheit der Klassen nicht berück-
sichtigt hat. Bei der Betrachtung der Lösungen 
entdeckt er, dass nicht alle Türme unterschiedlich 
sind. Die Interviewerin bittet ihn, zu überlegen, wie 
er nun die richtige Lösungsanzahl ermitteln kann. 
 
I.: Das stimmt und wie kannst du die mal raussuchen, alle doppelten, also so, dass 
wir jeden nur noch einmal haben? 
 
Abb. 8.4 Kompensationsstrategien 
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P.: [unterbricht] Eigentlich ist das jetzt ganz einfach, weil man - ich muss - ich 
muss nur die wegpacken [legt die Lösungen blau-schwarz und schwarz-blau 
beiseite] 
I.: Mhm. 
P.: Em. (...) die kommen weg [legt die Lösungen blau-grün und grün-blau beiseite] 
I.: Mhm. 
P.: Und hab ich die (...) [vergleicht die Lösungen vom blauen Haufen blau-rot und 
rot-blau mit den gleichen Lösungen vom roten Haufen und legt die beiden Lö-
sungen schließlich auch beiseite] dann können die auch weg 
P.: [legt alle Steckwürfel zusammen] Hm und dann können die weg [legt die Lö-
sungen rot-schwarz und schwarz-rot vom roten Haufen beiseite], wegen den 
beiden [zeigt auf die gleichen Lösungen, die im schwarzen Haufen liegen]. 
I.: Mhm. 
P.: Mh, die können weg [legt die Lösungen schwarz-grün und grün-schwarz vom 
schwarzen Haufen weg] wegen den beiden [zeigt auf die beiden gleichen Lö-
sungen aus dem grünen Haufen]. 
I.: Mhm. 
P.: Und eigentlich sieht jetzt alles so aus als - och ja und die könnten weg [legt die 
Lösungen rot-grün und grün-rot vom roten Haufen beiseite] wegen den beiden 
[zeigt auf die gleichen Lösungen aus dem grünen Haufen]. Aber jetzt sieht alles 
eigentlich normal aus.  
 
 
I.: Wie viele hast du jetzt insgesamt? [legt alle übrigen Lösungen zusammen] 
P.: Ähm, das sind jetzt nur noch sechs [legt die Lösungen mit rot und mit schwarz 
zusammen] mal ne - zwei mal sechs sind das nur noch also sechs plus sechs 
Analyse des Vorgehens 
Phil nimmt Ausgleichshandlungen vor, um die richtige Anzahl zu ermitteln. 
Dazu vergleicht er systematisch die gebildeten Klassen mit der ersten Klasse an 
Lösungen, dann mit der zweiten Klasse an Lösungen und anschließend mit allen 
weiteren Klassen. („Und hab ich die (...)“ [vergleicht die Lösungen vom blauen 
Haufen blau-rot und rot-blau mit den gleichen Lösungen vom roten Haufen und 
legt die beiden Lösungen schließlich auch beiseite] dann können die auch weg). 
In jedem Schritt entfernt er dabei diejenigen Lösungen aus der Vergleichsklasse, 
die bereits in der ersten Klasse vorkommen: „Mh, die können weg [legt die 
Lösungen schwarz-grün und grün-schwarz vom schwarzen Haufen weg] wegen 
den beiden [zeigt auf die beiden gleichen Lösungen aus dem grünen Haufen]. 
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Seine Strategie kann insofern allgemein als das Entfernen doppelter Figuren 
aufgefasst werden. 
8.3.1.1 Verallgemeinerung der Kompensationsstrategie «Doppelte wegnehmen» 
Die Kompensationsstrategie «Doppelte wegnehmen» war auch bei der Lösung 
von Problemstellungen zu den anderen kombinatorischen Figuren zu beobach-
ten. Die Kompensation wurde auch bei diesen Lernenden, wie beispielhaft an 
Phils Vorgehen aufgezeigt, durch Handlungen vollzogen. Eine Darstellung der 
Kompensationsstrategien für die anderen Figuren bedeutet insofern, dass in 
allen Fällen jeweils dargestellt würde, wie Lernende einzelne Objekte mittels 
eines vergleichenden Vorgehens entfernern. Aufgrund dieser Ähnlichkeit wird 
auf eine wiederholte Darstellung verzichtet. Auf Grundlage der dargestellten 
Vorgehensweise lässt sich die Strategie «Doppelte wegnehmen»“ wie folgt ver-
allgemeinern: 
 
Kompensationsstrategie «Doppelte wegnehmen» 
1. Vergleiche die gebildeten Figuren und nimm diejenigen aus der Men-
ge heraus, die doppelt sind. 
2. Die Anzahl der übrig gebliebenen Figuren entspricht der gesuchten 
Figurenmenge. 
8.3.1.2 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Ein Vergleich der beiden Kompensationsstrategien der Lernenden mit den fach-
lichen Strategien zeigt große Analogien auf. Lernende, die systematisch zu viele 
Figuren erstellt haben, nehmen im Sinne der Strategie „Doppelte wegnehmen“ 
einen Vergleich der gebildeten Mengen vor und entfernen die doppelten Objekte 
aus der Menge (vgl. «Doppelte wegnehmen» Schritt 2). Dieses Vorgehen weist 
große Parallelen zu dem Prinzip des Ein- und Ausschaltens auf, welches die 
Anzahlbestimmung über die Addition auf Mengen überträgt, deren Teilmengen 
nicht disjunkt sind. Zunächst wird die Anzahl der jeweiligen Mengen addiert. 
Anschließend werden die Schnittmengen von der ermittelten Anzahl subtrahiert, 
um die gesuchte Figurenmenge zu erhalten. Während der Vergleich als das Bil-
den der Schnittmenge der erstellten Mengen aufgefasst werden kann, stellt das 
Entfernen der doppelten Objekte die Subtraktion als Handlung dar. Die Strategie 
«Doppelte wegnehmen» lässt sich demnach als enaktive Anwendung des Ein- 
und Ausschaltprinzips auffassen. 
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8.3.1.3 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Bislang liegen insbesondere aus dem Sekundarbereich Informationen darüber 
vor, dass Lernende bei der Anzahlbestimmung zu den verschiedenen Problem-
stellungen eine zu große Anzahl an Lösungen ermitteln. So wird oftmals von 
dem Fehler „overcounting“ gesprochen, welcher ganz allgemein aussagt, dass 
Lernende zu viele Lösungen ermitteln (Batanero et al. 1997b; Kavousian 2008; 
Lockwood 2011). Kompensationsstrategien, die der Strategie «Doppelte weg-
nehmen» entsprechen, werden jedoch nicht dargestellt. Hinsichtlich der Strate-
gie liegen insofern keine Befunde aus vorangegangenen Untersuchungen vor.  
8.3.2 Kompensationsstrategie «Gruppen bilden» 
Die Kompensationsstrategie «Gruppen bilden» wurde bei zwei Lernenden iden-
tifiziert. Sie wird nachfolgend an Jasmins Handlungen und Erläuterungen veran-
schaulicht: 
 
Transkr. 8.10 Jasmins Strategie «Gruppen bilden» (GSSTB, K. o. Wh., Lotto) 
 
Zur Situation: Jasmin hat den Auftrag 
erhalten, das Lottoproblem zu lösen. Sie 
ermittelt insgesamt 12 (anstelle von 6) 
Lösungen über die «Elementfixierung» & 
die «unabhängige Figurenbildung» erstellt 
hat. Das Ergebnis ist eine Figurenmenge, 
die Figuren doppelt enthält (vgl. Abb. 
rechts): 
I.: Was kann man denn jetzt machen, damit du die richtige Anzahl hast und die nicht 
doppelt sind? 
J.: Ich lege einfach immer die Gleichen zusammen. Sortiert ihre Lösungen, nach 
folgender Anordnung neu: 
 
I.: Und wie viele sind das jetzt insgesamt? 
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Analyse des Vorgehens 
Jasmin ermittelt ebenfalls die doppelte Anzahl an Objekten und nimmt Aus-
gleichshandlungen vor. Sie wählt dazu jedoch ein anderes Vorgehen. Die jeweils 
unter den gegebenen Bedingungen nicht unterscheidbaren Objekte legt sie zu 
einer Klasse zusammen („Ich lege einfach immer die Gleichen zusammen.“) 
und zählt anschließend die entstandenen Klassen („Mal zählen, also 1,2,3,4,5, 
und 6.“). Jasmins Vorgehen lässt sich entsprechend als das Bilden von Gruppen 
auffassen, deren Anzahl der gesuchten Anzahl an Figuren entspricht. 
8.3.2.1 Verallgemeinerung der Kompensationsstrategie «Gruppen bilden» 
Im Gegensatz zu den anderen Zählstrategien war die Kompensationsstrategie 
«Gruppen bilden» nur bei zwei Lernenden zu beobachten. Deshalb gilt es insbe-
sondere für diese Strategie im Rahmen weiterer Studien zu überprüfen, ob diese 
auch von anderen Lernenden verwendet wird. Auf Grundlage der Vorgehens-
weise von Jasmin lässt sich die Strategie wie folgt beschreiben:  
 
Kompensationsstrategie «Gruppen bilden» 
1. Vergleiche die gebildeten Figuren und lege diejenigen Figuren, die un-
ter den gegebenen Bedingungen gleich sind, zu einer Gruppe zusam-
men. 
2. Die Anzahl der gebildeten Gruppen entspricht der gesuchten Figuren-
menge. 
8.3.2.2 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
In Abschnitt 1.2.2 wurde aufgezeigt, dass die Quotientenregel, ebenso wie das 
Prinzip des Ein- & Ausschaltens, einen Weg des indirekten Zählens beschreibt 
(vgl. Kirsch 2004, S. 253f.). Die Grundidee ist, zunächst einen größeren Bestand 
zu zählen und anschließend Klassen von Objekten zu bilden, die unter einem 
bestimmten Aspekt als gleichwertig erachtet werden. Die Anzahl der Klassen 
entspricht dabei der Anzahl der gesuchten Objekte (vgl. 1.2.2). Mittels der Stra-
tegie «Gruppen bilden» werden ebenfalls Gruppen erstellt. Dazu werden zu-
nächst diejenigen Figuren, die unter den gegebenen Kompositionsbedingungen 
nicht voneinander unterschieden werden, zusammengelegt. Anschließend wird 
die Anzahl der Klassen ermittelt. Diese stimmt mit der Anzahl der Figurenmen-
ge überein (vgl. Verallgemeinerung der Kompensationsstrategie «Gruppen bil-
den» Schritt 1 & 2). Das Vorgehen der Lernenden entspricht insofern der fachli-
chen Strategie der Quotientenregel auf der Handlungsebene. 
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8.3.2.3 Berührungspunkte mit den Ergebnissen vorheriger Studien  
Den vorliegenden Studien zum Lösen kombinatorischer Problemstellungen sind 
keine ähnlichen Kompensationsstrategien zu entnehmen. Jedoch berichtet 
Grassmann (2002) im Rahmen der Arbeit mit mathematisch interessierten Ler-
nenden, dass einige dieser zur Lösung einer Kombinationsaufgabe ohne Wie-
derholung ein Vorgehen verwendeten, welches der hier beobachteten Strategie 
nahe kommt. Die Lernenden erhielten den Auftrag herauszufinden, wie häufig 
10 Personen mit Gläsern anstoßen können. Dazu beschreibt Grassmann (2002, 
S. 20) unter anderem folgendes Vorgehen: „Lösungsüberlegungen, die wir be-
obachten konnten, gingen davon aus, dass jeder mit 9 anderen Personen an-
stößt, aber jedes Gläserklingen zweimal gezählt wurde, also nicht 90 sondern 45 
das Ergebnis ist.“ 
Die Darstellung Grassmanns unterscheidet sich insofern von den Ergebnissen 
dieser Untersuchung, als die Lernenden bei Grassmann direkt eine Kompensati-
onsstrategie verwendeten. Im Rahmen dieser Studie wurde hingegen beobachtet, 
dass die beiden Lernenden diese Strategie zur Kompensation entwickelten, 
nachdem sie realisiert hatten, zu viele Objekte erstellt zu haben. 
8.3.3 Fazit  
Wenn Lernende erkennen, dass sie zu viele Objekte ermittelt haben, verwenden 
sie verschiedene Kompensationsstrategien. Zu unterscheiden ist zwischen den 
Strategien «Doppelte wegnehmen» und «Gruppen bilden»: 
 




Bei der Strategie «Doppelte weg-
nehmen» werden alle „doppel-
ten“29 Lösungen durch das Weg-






Die „doppelten“ Lösungen werden 
jeweils zusammengelegt. An-
schließend wird zur Anzahlbe-
stimmung die Anzahl der gebilde-
ten Klassen gezählt.  
Tab. 8.9 Kompensationsstrategien der Lernenden 
 
                                                          
 
 
29 Als „doppelt“ werden bei beiden Strategien diejenigen Lösungen eingestuft, die im 
Sinne der gesuchten kombinatorischen Figurenmenge als nicht unterscheidbar angesehen 
werden. 
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Bei der Strategie «Doppelte wegnehmen» sortieren die Lernenden alle Figuren, 
die unter den gegebenen Kompositionsgesetzen als nicht unterscheidbar gelten, 
aus. Dies geschieht durch das Wegnehmen oder Streichen der Figuren. Bei der 
Strategie «Gruppen bilden» werden nicht unterscheidbare Figuren zu einer 
Klasse zusammengelegt. Anschließend wird zur Anzahlbestimmung die Anzahl 
der gebildeten Klassen gezählt. Im Rahmen der Untersuchung waren bei insge-
samt fünf Lernenden Ausgleichsstrategien zu beobachten. So wurde die Strate-
gie «Doppelte wegnehmen» bei allen kombinatorischen Figuren verwendet. Die 
Strategie «Gruppen bilden» wurde hingegen insgesamt nur von zwei Lernenden 
eingesetzt. Insofern kann an dieser Stelle keine Einschätzung dahingehend vor-
genommen werden, in wieweit es sich um ein kontextspezifisches Vorgehen 
handelt oder eine Abhängigkeit von der zugrunde liegenden Figur vorherrscht. 
Auch in der Mathematik werden zur Lösung kombinatorischer Anzahlbestim-
mungsprobleme Kompensationsstrategien verwendet. So konnte aufgezeigt 
werden, dass die Strategie «Doppelte wegnehmen» dem Prinzip des Ein- & 
Ausschaltens auf der Handlungsebene entspricht. Die Strategie «Gruppen bil-
den» weist einen engen Bezug zur Quotientenregel auf. Diese wird von Hefen-
dehl-Hebeker und Törner (1984) als Strategie der Auffächerung bzw. Klassen-
bildung konkretisiert. In den Studien zur Lösung kombinatorischer Problemstel-
lungen gibt es bislang noch keine Befunde zur Verwendung von Kompensati-
onsstrategien. Es zeigt sich jedoch, dass einige Lernende im Rahmen eines Be-
gabtenförderungsprojektes ein der Strategie «Gruppen bilden» ähnliches Vorge-
hen nutzten (vgl. Grassmann 2002 und für eine ausführlichere Darstellung 
2.5.1). Die Lernenden ermittelten ebenfalls zunächst eine zu große Menge und 
nahmen einen Ausgleich, der sinngemäß der Quotientenregel entspricht, vor. 
Anders als in der vorliegenden Untersuchung war das Vorgehen jedoch direkt 
darauf ausgerichtet über eine zunächst zu große Anzahl an Lösungen die ge-
suchte Anzahl zu ermitteln. 
 
8.4 Rekursive Anzahlbestimmung 
„Der könnte sich 14 kaufen, weil wir hatten ja schon welche, und das waren 
zehn (L. zeigt auf die bereits gefundenen Lösungen der Grundaufgabe) und dann 
immer noch 4 dazu sind 14.“  
 
Larissa, CGSB.,  
K. m. Wh. (n=5, k=2), Eismann, 
 
Larissa nutzt zur Beantwortung der Frage, wie viele verschiedene Eishörnchen 
sich ein Kind kaufen kann, wenn es fünf verschiedene Lieblingseissorten hat, 
die Lösung des vorangestellten Problems. Ebenso, wie Larissa, greifen die meis-
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4. Kombination aus «Klassenerweite-
rung» und «Klassenneubildung»  
ten Lernenden auf das Ergebnis der vorherigen Problemlösung zurück und er-
mitteln rekursiv die Anzahl aller Lösungen. Zudem wurden neben rekursiven 
Strategien auch multiplikative Vorgehensweisen identifiziert, welche durchgän-
gig auf dem «Schluss von der Anzahl der Einzelelemente auf die Anzahl aller 
Figuren» beruhen (vgl. 8.3). Bei rekursiven Anzahlbestimmungen ist, ebenso 
wie bei der Lösung der Grundaufgaben, zwischen Lernenden zu unterscheiden, 
die direkt die Anzahl aller Lösungen über eine Rechnung bestimmen und denen, 
die ein indirektes Vorgehen verwenden und zunächst alle neu hinzukommenden 
Figuren erstellen. Auf beiden Wegen ermitteln einige Lernende die vollzählige 
Figurenmenge, andere eine zu kleine Anzahl an Figuren. In keinem Fall wurde 
mittels rekursiver Strategien eine Figurenmenge ermittelt, die größer als die 
gesuchte Anzahl war. Den direkten Anzahlbestimmungsstrategien unterliegen 
dabei ebenso, wie bei der Grundaufgabe, gedanklich vorgenommene Strukturie-
rungen.  
Gegenstand dieses Abschnitts sind nachfolgend die rekursiven Strategiebaustei-
ne zur Beschreibung der Strategien der Lernenden. Die rechnerischen Strategien 
werden integriert, da sie sich jeweils konkret auf die Strukturierungen beziehen.  
Insgesamt wurden vier rekursive 
Strategiebausteine rekonstruiert. 
Mit der «Annahme von Proporti-
onalität» wurde dabei ein Bau-
stein identifiziert, bei dem es sich 
ebenso, wie bei dem Figurenbil-
dungskonzept nicht um ein stra-
tegisches Vorgehen handelt, son-
dern eher um ein Konzept, wel-
ches den Strategien unterliegt. So 
zeigte sich, dass unabhängig von der (bewussten oder unbewussten) Strategie-
wahl ein großer Teil der Lernenden, jedoch nicht alle, sowohl bei direkten als 
auch indirekten Anzahlbestimmungen diese Annahme trafen. Auf der Strategie-
ebene ist zwischen den rekursiven Strategien «Klassenneubildung» und der 
«Klassenerweiterung» sowie einer Kombination aus den beiden Strategien zu 
unterscheiden. Mittels der rekursiven Strategiebausteine kann abgebildet wer-
den, wie die Lernenden die Anzahl der neu hinzukommenden Figuren ermitteln. 
Sie bilden gemeinsam mit den in Kapitel 7 dargestellten Strategien die Struktu-
rierungsstrategien der Lernenden ab und lassen sich entsprechend als Strategie-
bausteine für das Lösen analoger Problemstellungen auffassen.  
 
Nachfolgend wird zunächst die Annahme von Proportionalität in den Blick 
genommen (8.4.1). Daran schließt die Darstellung der rekursiven Strukturie-
rungsstrategien (8.4.2 – 8.4.3) an, bevor ein abschließendes Fazit bezüglich des 
Einsatzes rekursiver Strategien gezogen wird (8.4.4). Ebenso wie bei den opera-
Abb. 8.5 Rekursive Strategiebausteine 
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tiven Strategien werden jeweils exemplarisch die Vorgehensweisen von Lernen-
den bei einer Figur betrachtet, bevor eine Verallgemeinerung vorgenommen 
wird und Bezüge zu den fachlichen Konzepten hergestellt werden. Zur Überprü-
fung, in welchem Maße die Strategien der Lernenden geeignet sind die Vollzäh-
ligkeit zu gewährleisten, wird bei der Betrachtung der Annahme von Proportio-
nalität eine ausführliche fachliche Analyse vorgenommen. Auf der geschaffenen 
Grundlage werden in den darauffolgenden Abschnitten die Bezüge zu den fach-
lichen Konzepten in die einzelnen Abschnitte integriert. Da insgesamt keine 
direkten Befunde zu rekursiven Strategien von Lernenden aus der Literatur 
vorliegen (vgl. 2.5.2), gibt es nur wenige dahingehende Bezugspunkte. Zu be-
rücksichtigen ist dabei, dass bislang noch keine Klassifizierung rekursiver 
Strukturierungsstrategien vorgenommen wurde und die Bezüge insofern, soweit 
es diese gibt, in die einzelnen Abschnitte integriert und nicht in einem gesonder-
ten Abschnitt dargestellt werden.  
8.4.1 Annahme von Proportionalität 
Ebenso wie Larissa in dem Einführungsbeispiel zu Beginn des vorangehenden 
Abschnittes ermittelt ein großer Teil der Lernenden zunächst eine Figurenmen-
ge, die nicht der gesuchten entspricht. Die Ursache ist in den meisten Fällen eine 
Annahme von Proportionalität. Sowohl Lernende, die direkt die Anzahl der 
Figuren mittels einer Rechnung lösen, als auch Lernende, die zunächst alle Fi-
guren erstellen, nehmen die Proportionalität der Anzahl der Figuren mit einem 
festen Element an. Diese Annahme wird nachfolgend an Leons Vorgehen und 
seinen Aussagen veranschaulicht. 
8.4.1.1 Analyse der zugrundeliegenden Fokussierung 
Transkr. 8.11 Leons Vorgehen (GSSTB, K. o. Wh., Fußball) 
 
Zur Situation: Leon hat bereits die Anzahl aller Fußballspiele auf einem Turnier mit 4 
Mannschaften gelöst. Nun soll er die Anzahl aller Spiele auf einem Fußballturnier mit 
5 Mannschaften ermitteln: 
 
I.: Wie viele Spiele wären es dann insgesamt? 
L.: (...) (pfeift; nuschelt) Neun. 
I.: Aha, warum neun? (...) Wie hast du das raus gekriegt? 
L.: Da [zeigt auf die Notizen von dem ersten Aufgabenzettel] drei zugerechnet. 
I.: Mhm und warum drei? 
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Analyse des Vorgehens 
Bei einem rekursiven Vorgehen, wie Leon es zeigt, wird entsprechend zur ermit-
telten Anzahl der vorangegangenen Aufgabe der Wert addiert, der der Anzahl 
der Figuren mit einem festen Element aus der vorangegangenen Aufgabe ent-
spricht. Diese Strategie wird durch Leons Aussagen deutlich. Er weist darauf 
hin, dass er die hinzu addierte Anzahl für die neu hinzukommenden Figuren aus 
der vorherigen Aufgabe ableitet: „Weil jede Mannschaft dreimal spielt, so wie 
gerade.“ Lernende, deren Vorgehen die «Annahme von Proportionalität» zu-
grunde liegt, fokussieren darauf, wie viele Figuren mit einem festen Element in 
der Figurenmenge vorkommen. Sie gehen davon aus, dass die Anzahl im Ver-
gleich zur bereits gelösten Aufgabe konstant bleibt und übertragen diese auf das 
neue Element.  
8.4.1.2 Verallgemeinerung der Strategie 
Das beschriebene Vorgehen lässt sich bei der Erweiterung der Aufgabenstellun-
gen über alle kombinatorischen Figuren hinweg und unabhängig davon, ob die 
Anzahl rechnerisch oder abzählend ermittelt wird, beobachten. Der Tabelle sind 
Beispiele für alle kombinatorischen Figuren zu entnehmen. Diese beziehen sich, 
um einen besseren Vergleich zu gewährleisten, ausschließlich auf rechnerische 
Anzahlbestimmungen. Neben den Beispielen werden zudem Verallgemeinerun-









L.: (...) (pfeift; nuschelt) Neun. 
I.: Aha, warum neun? (...) Wie hast du das 
raus gekriegt? 
L.: Da [zeigt auf die Notizen von dem ersten 
Aufgabenzettel] drei zugerechnet. 
I.: Mhm und warum drei? 
L.: (...) Weil jede Mannschaft dreimal spielt  





L.: Der könnte sich 14 kaufen, weil wir hatten 
ja schon welche, und das waren zehn [L. zeigt 
auf die bereits gefundenen Lösungen der 
Grundaufgabe] und dann immer noch 4 dazu 
sind 14. – Also vier, weil das ja immer vier 
Eishörnchen mit einer Sorte waren. 
Larissa , CGSB, K. m. Wh., Eismann 
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Variationen ohne 
Wiederholung 
C: Zwölf plus noch sechs mit den Neuen, sind 
zusammen 18.  
Chayenne, CGSB, V. o. Wh., Türme bauen 
12 + 6 
an+2(n-1) 
Tab. 8.10 «Annahme von Proportionalität» bei verschiedenen kombinatorischen 
Figuren 
 
Die Aussagen der Lernenden zeigen, dass sie alle auf die Lösungen der Grund-
aufgabe zurückgreifen und eine Rechnung aus zwei Summanden erstellen, von 
denen der eine Summand der Anzahl der bereits erstellten Lösungen entspricht 
und der zweite der Anzahl aller Figuren mit einem festen Element. Dass die 
Lernenden dabei bewusst auf die Anzahl der Figuren mit einem festen Element 
zurückgreifen wird beispielsweise an Larissas Aussage deutlich: „Also vier, weil 
das ja immer vier Eishörnchen mit einer Sorte waren.“ Sie verweist direkt auf 
die Anzahl der Figuren mit einem Element. Die «Annahme von Proportionali-
tät» lässt sich auf der Grundlage der vorherigen Ausführungen wie folgt verall-
gemeinern:  
 
«Annahme von Proportionalität»  
Jedes neu hinzukommende Element kommt in der Figurenmenge genauso häu-
fig vor, wie es Figuren mit einem festen Element in der vorherigen Figuren-
menge gibt. 
 
In früheren Untersuchungen zu kombinatorischen Anzahlbestimmungsproble-
men gibt es keine expliziten Befunde, die eine Existenz der «Annahme von 
Proportionalität» darstellen. Eine genauere Betrachtung der von Piaget und 
Inhelder (1975) dargestellten Vorgehensweisen zeigt jedoch auf, dass Lernende 
auch bei Variationen mit Wiederholung die Proportionalität der Anzahl der Ob-
jekte mit einem festen Element annehmen und zur Anzahlbestimmung verwen-
den, wenn sie nacheinander mehrere Problemstellungen lösen sollen, die sich 
lediglich hinsichtlich der Anzahl der Elemente der Ausgangsmenge unterschei-
den. Dies zeigt sich insbesondere in Alas Vorgehen. Für Variationen mit Wie-
derholung bildet er Gruppen und ermittelt auf diese Weise 16 Figuren. Für die 
Erweiterung auf fünf Elemente nimmt er an, dass es insgesamt 20 Objekte gibt: 
(vgl. 2.5.2). 
Die «Annahme von Proportionalität» wird in der Literatur im Kontext der Mus-
terstrukturierung und Anzahlbestimmung bei der Verallgemeinerung von Mus-
tern und Folgen benannt. So beschreibt Akinwunmi (2012) bezugnehmend auf 
andere Untersuchungen (Bertalan 2007; Orton & Orton 1999; Stacey 1989), 
dass Musterfolgen neben rekursiven und expliziten Strukturierungen mittels 
einer weiteren Deutung gelöst werden. Die Lernenden nehmen ein proportiona-
les Wachstum der Folge an.  
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8.4.1.3 Berührungspunkte mit den fachlichen Strategien und Konzepten 
Im Sinne der «Annahme von Proportionalität» gehen Lernende davon aus, dass 
die Anzahl der Figuren, in denen ein festes Element aus der Grundaufgabe vor-
kommt, konstant bleibt und diese der Anzahl der Figuren mit dem hinzukom-
menden Element entspricht. Im Folgenden wird überprüft, in welcher Beziehung 
die durch diese Annahme ermittelte Anzahl an Figuren mit dem neu hinzukom-
menden Element zu der tatsächlichen Anzahl an Figuren mit diesem Element 
steht, indem diese verglichen werden. 
Aus fachlicher Sicht lassen sich die Erweiterungen zu den gegebenen drei kom-
binatorischen Figuren als Folgen gedeutet (vgl. 1.2.2) rekursiv lösen. Das erste 
Glied der Folge 𝑎𝑛  stellt die bereits gefundene Anzahl für n Ausgangselemente 
und k=2 zu einer Figur zu kombinierende Elemente dar. Es stellt sich die Frage, 
wie sich für die jeweiligen Figuren das nachfolgende Glied 𝑎    bei einem ver-
änderbaren n und festem k (=2) berechnen lässt. Dieser Frage wird exemplarisch 
für die Kombinationen ohne Wiederholung nachgegangen.  
(1) Analyse zur rekursiven Anzahlbestimmung für die Kombinationen oh-
ne Wiederholung 
1. Aus Abschnitt 1.2.3 ist bekannt, dass sich die Anzahl aller Kombinationen 
ohne Wiederholung für eine Ausgangsmenge mit einer beliebigen Anzahl an 
Elementen sowie einer festen Anzahl an Elementen, die zu einer Figur kombi-





 für beliebiges n und 
festes k = 2 gilt 
 
2. Daraus ergibt sich für einen festes aber beliebiges 𝑛 und dessen Nachfolger 
(𝑛 + 1) folgende Anzahl: Für n: 
 ∙(   )
 
  ; für  𝑛 + 1:  




3. Die Differenz zwischen den Anzahlen für ein beliebiges 𝑛 und dessen Nach-
folger 𝑛 + 1 gibt Auskunft darüber, wie viele Figuren neu hinzukommen, wenn 
die Anzahl für 𝑛 + 1 rekursiv ermittelt werden soll, weil die Anzahl für 𝑛 be-
kannt ist: 
(   )∙( )
 
 −
 ∙(   )
 
 =  𝑛 
 
4. Die Anzahl aller Kombinationen ohne Wiederholung für 𝑛 + 1  Elemente 
entspricht insofern der Summe aus der Anzahl der Figuren mit 𝑛 Ausgangsele-
menten und den 𝑛 neu hinzukommenden Figuren mit dem neuen Element. Sie 
lässt sich durch die folgende rekursive Folge beschreiben: 
𝑎   = 𝑎  + 𝑛 
 
(2) Rekursive Anzahlbestimmungen zu den anderen Figuren 
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Eine solche Analyse wurde analog für die Kombinationen mit Wiederholung 
und Variationen ohne Wiederholung durchgeführt. Für die drei kombinatori-

















𝑛 (𝑛 + 1) 2𝑛 
Tab. 8.11 Rekursive Anzahlbestimmung zu den drei kombinatorischen Figuren 
 
Der Tabelle können sowohl die rekursiven Rechenvorschriften als auch die An-
zahlen der neu hinzukommenden Figuren entnommen werden. Die jeweils an-
gegebenen Anzahlen entsprechen insofern der Anzahl der Elemente, die mittels 
der Strategie Klassenneubildung erstellt werden, damit die erstellte Figuren-
menge mit der gesuchten Figurenmenge übereinstimmt.  
 
Im vorangegangenen Abschnitt wurde herausgearbeitet, welche Rechnungen die 
Lernenden auf der Grundlage der «Annahme von Proportionalität» entwickeln, 
diese sind in der nachfolgenden Tabelle (8.12) den gesuchten Anzahlen an Figu-
















𝑛 − 1 𝑛 2(n-1) 
Tab. 8.12 Gegenüberstellung der benötigten Anzahl neuer Objekte und der durch 
die Proportionalitätsannahme ermittelten Anzahl an neuen Objekten 
 
Die Gegenüberstellung der ermittelten und der gesuchten Anzahlen zeigt, dass 
die «Annahme von Proportionalität» systematisch eine Anzahl an Figuren er-
zeugt, die nicht der Anzahl der gesuchten Figurenmenge entspricht. So lässt sich 
ableiten, dass bei Kombinationen ohne und mit Wiederholung jeweils eine Figu-
renmenge entsteht, die ein Element zu wenig enthält, bei Variationen ohne Wie-
derholung eine Menge, die jeweils zwei Figuren weniger als die gesuchte ent-
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hält (vgl. 8.4.1). Diese Erkenntnis ist insofern interessant, als bei Lernenden 
entstandene Fehler der beschriebenen Größe in einigen Fällen durch die «An-
nahme von Proportionalität» erklärbar sind. Diese Fehler entstehen insofern 
nicht zufällig, sondern basieren auf einem systematischen Vorgehen. 
8.4.2 Klassenneubildung  
Die Strategie Klassenneubildung wurde unabhängig von den vorangegangenen 
Strukturierungsstrategien verwendet, um die Anzahl aller Figuren mit dem neu-
en Element zu bestimmen. In den meisten Fällen wurde mittels dieser Strategie 
die gesuchte Figurenmenge vollzählig erstellt.  
8.4.2.1 Analyse der zugrunde liegenden Fokussierung 
Exemplarisch für die Strategie  «Klassenneubildung» werden Robins Strukturie-
rungen und Aussagen bei der Lösung der Eismannaufgabe zu den Kombinatio-
nen mit Wiederholung genauer betrachtet: 
 
Transkr. 8.12 Robins rekursives Vorgehen (GSSTB, K. m. Wh., Eismann) 
Zur Situation: Robin hat bereits die Einführungsaufgabe zum Eismannproblem ge-
löst, nun erhält er den Auftrag, herauszufinden, wie viele Möglichkeiten es bei 5 
Objekten gibt.  
 
R.: Ähm, Moment jetzt, 10 [notiert 10], 10 plus 
[notiert +]. Hier konnte man noch ein machen 
1, 2, 3, 4 [zeigt dabei jeweils auf die bereits 
gelegten Hörnchen mit Erdbeere]. Legt neben 
die Reihe mit Erdbeerhörnchen von unten 
nach oben b-b, s-b, gr-b, g-b, b-r (in dieser 
Reihenfolge stehen die 5 verschiedenen Käst-
chen mit Eissorten von links nach rechts auf 
dem Tisch). Fährt mit dem Finger über die neu gelegten Eishörnchen, vervoll-
ständigt die begonnene Rechnung „10+“  zu „10 + 5=15". Schaut noch einmal 
auf seine Lösungen, fährt mit dem Stift in der Luft über die gefundenen Lösun-
gen mit Blaubeere, dann über die gefundenen Lösungen mit Schokolade,  
R.: ja 15. Notiert 15. 
Analyse des Vorgehens 
Robin löst die Eismannaufgabe, indem er zu der bereits ermittelten Anzahl an 
Objekten die neuen Objekte mit dem hinzugekommenen Element hinzufügt. 
Dazu notiert er zunächst die Anzahl der bereits gefundenen Eishörnchen (10+). 
Anschließend legt er in eine neue Reihe alle Lösungen mit dem neu hinzuge-
kommenen Element (Legt neben die Reihe mit Erdbeerhörnchen von unten nach 
oben b-b, s-b, gr-b, g-b, b-r). Abschließend zählt er die gefundenen Lösungen 
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mit dem neuen Objekt und addiert diese (vervollständigt die begonnene Rech-
nung „10 +“   zu „10+5=15“), so dass er insgesamt 15 Lösungen ermittelt. 
Robins Vorgehen und seiner Darstellung der Figurenmenge ist zu entnehmen, 
dass er eine neue Klasse bildet, in der sich alle Objekte befinden, in denen das 
neue Element enthalten ist. 
8.4.2.2 Verallgemeinerung der Strategie  
Diese Strategie wurde bei der Lösung von Aufgaben zu allen kombinatorischen 
Figuren und kontextunabhängig rekonstruiert, sie ist die mit Abstand am häu-




(n=5, k=2; 10 
Mögl.) 
Renas, KGSD, K. o. Wh., Fußball 
Kombinationen mit 
Wiederholung 
(n=5, k=2; 15 
Mögl.) 
L.: Ich brauche nur noch die 5 und die 4 [notiert 54] die 5 
und die 1 [notiert 51] die 5 und die 2 [notiert 52] die 5 und 
die 3 [notiert 53] 
Lea, KGSD, K. m. Wh., Dominosteine 
Variationen ohne 
Wiederholung 





Sarah, KGSD, V. o. Wh., Türme bauen 
Tab. 8.13 «Klassenneubildung» bei verschiedenen Grundfiguren 
 
Aus den Strukturierungen der Lernenden bei verschiedenen kombinatorischen 
Figuren lässt sich die Klassenneubildung folgendermaßen verallgemeinern:  
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«Klassenneubildung» 
1. Bilde eine neue Klasse an Lösungen, diese enthält Figuren mit dem neuen 
Element. 
 
Zu berücksichtigen ist, dass Lernende verschiedene Annahmen darüber mitbrin-
gen, wann die Klasse zu dem neuen Element vollzählig ist. Ein Vergleich der 
von den Lernenden auf dieser Basis erstellten Figurenmenge mit der gesuchten 
Figurenmenge zeigt in einigen Fällen Unterschiede auf. So wurde mittels des 
Bausteins bei Problemstellungen zu den Kombinationen ohne Wiederholung in 
jedem Fall die vollzählige Figurenmenge ermittelt, nicht jedoch bei den anderen 




(n=5, k=2; 15 
Mögl.) 
P.: Weil ich weiß, dass das hier 4 waren, so welche Eishörn-
chen  [zeigt auf die Lösungen] immer und immer sind 4 
zusammen 1,2,3,4 zeigt auf alle Eishörnchen in denen rot 
vorkommt. Und dann hab ich einfach ich hab ja schon das 
hier gemacht [zeigt auf die Lösung zur Grundaufgabe] und 
damit hab ich erst mal ein bisschen nachgedacht und dann 
hab ich die Lösung gefunden, 2,4 und dann musste ich 10 + 4 
gleich 14 rechnen [Legt s-b, b-b, g-b, b-r]. Fertig. 
 
Peter, KGSB, K. m. Wh., Eismann 
Variationen ohne 
Wiederholung 
(n=5, k=2; 20 
Mögl.) 
J.: [nimmt sich die alten Aufzeichnungen und schreibt die 
Lösungen noch einmal ab]. Und kann ich (…) und mit den 5 
da kann ich das fast (…) genauso machen – also man nimmt 
anstatt die 1 zum Beispiel tu ich da die 5 hin. 
 
Jasmina, KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
Tab. 8.14 Verschiedene Annahmen zur Vollzähligkeit der neuen Klasse 
 
Den beiden vorangehenden Beispielen ist zu entnehmen, dass bei der Kombina-
tionsaufgabe mit Wiederholung eine Figurenmenge erstellt wurde, die genau 
eine Figur weniger enthält als die gesuchte. Eine genauere Betrachtung zeigt, 
dass Peter die Proportionalität der Anzahl der Figuren mit einem festen Element 
annimmt (vgl. 8.4.1). Bei den Variationen ohne Wiederholung werden alle mög-
lichen Kombinationen ohne Wiederholung mit dem neuen Element erstellt. Die 
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Vertauschung der Reihenfolge der Elemente zur Vervollständigung wird hinge-
gen nicht vorgenommen. Angenommen werden könnte aufgrund des Beispiels, 
dass die Vertauschung der Anordnung der Elemente in den Figuren aufgrund der 
vorgenommenen Strukturierungsstrategie bei der Grundaufgabe nicht berück-
sichtigt wurde. Die in dem Beispiel verwendete «Elementfixierung mit fester 
Position» fokussiert darauf, alle Elemente mit einem festen Element an einer 
festen Position zu ermitteln. Insofern ist es naheliegend, zu folgern, dass bei 
dem rekursiven Vorgehen die vorherige Strategie fortgesetzt wird und demnach 
die fehlende Berücksichtigung nur in Kombination mit dieser Strukturierungs-
strategie auftritt. Die Analyse weiterer Vorgehensweisen zeigte jedoch, dass die 
fehlende Berücksichtigung der Anordnung der Elemente in den Objekten auch 
in Kombination mit anderen Strategiebausteinen auftrat. 
Zu folgern ist demnach, dass es insgesamt verschiedene Annahmen darüber gibt, 
wann die Vollzähligkeit der Figuren in der neuen Klasse gegeben ist.  
 
Aufgezeigt wurde auch, dass die Annahme über die Vollständigkeit der gebilde-
ten Figuren sich unterscheidet. So gibt es Lernende, die die Vollständigkeit 
annehmen, wenn  
a. das neue Element mit allen anderen Elementen auf alle möglichen Wei-
sen kombiniert wurde. 
b. die Anzahl der erstellten Figuren mit dem neuen Element mit der An-
zahl der vorab erstellten Figuren zu einem festen Element überein-
stimmt (Proportionalitätsannahme). 
c. die Anzahl der erstellten Figuren mit dem neuen Element mit der An-
zahl der vorab erstellten Figuren in einer festen Klasse übereinstimmt 
(Proportionalitätsannahme). 
 
Es zeigt sich insofern, dass die Strategie Klassenneubildung nicht pauschal zu 
einer richtigen oder falschen Lösungsanzahl führt, sondern diese vielmehr da-
von abhängt, welche Annahme die Lernenden bezüglich der Vollständigkeit der 
Figurenmenge treffen. 
8.4.3 Klassenerweiterung 
Die Strategie «Klassenerweiterung» trat nur auf, wenn die Anzahl der Objekte 
bei der vorherigen Lösung mittels Strategien, in denen die allgemeine Struktu-
rierungsstrategie «Elementfixierung» als Baustein enthalten war (vgl. Kap. 5.2.) 
ermittelt wurde oder eine nachträgliche Strukturierung im Sinne dieser Strategie 
erfolgte. Sie wird im Folgenden exemplarisch an Laras Vorgehen veranschau-
licht. 
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8.4.3.1 Analyse der zugrunde liegenden Fokussierung 
Lara hat bereits die Einführungsaufgabe zum Eismannproblem gelöst und ihre 
gefundenen Figuren gemäß der «Elementfixierung mit fester Position» angeord-
net. Sie soll anschließend herauszufinden, wie viele Möglichkeiten es bei fünf 
verschiedenen Eissorten unter den gleichen Bedingungen gibt. 
 
Transkr. 8.13 Laras rekursives Vorgehen (CBSB, K. m. Wh., Eismann) 
Lara legt s-b, r-b, gr-b, g-b jeweils an die bereits erstellten Klassen von Lösungen. 
L.: Weil wir hatten ja schon welche [deutet auf die Lösungen aus Aufgabenteil 
1.1] und die waren 10 und dann immer noch 4 dazu [tippt auf die vier Lö-
sungen mit einem blauen Plättchen] wären 14. 
I.: Kannst du mir erklären, warum 4 dazu kommen? 
L.: Weil dann blau noch mal 4 dazu kommen [zeigt wieder auf die vier Lösungen 
mit blauen Plättchen] weil’s ja vier verschiedene Farben sind. Gelb und blau 
[tippt auf das entsprechende Eishörnchen], grün und blau [tippt auf das 
entsprechende Eishörnchen], rot und blau [tippt auf das entsprechende Eis-
hörnchen] und schwarz und blau [tippt auf das entsprechende Eishörnchen]. 
Analyse des Vorgehens 
Lara löst das Eismannproblem, indem sie zu der bereits ermittelten Anzahl an 
Objekten die neuen Objekte mit dem hinzugekommenen Element (blau) hinzu-
fügt. Wie ihre Handlungen und Aussagen belegen, erweitert sie dazu die bereits 
gebildeten Klassen jeweils um ein Objekt, in dem das neue Element enthalten 
ist. („Weil dann blau noch mal 4 dazu kommen [zeigt wieder auf die vier Lösun-
gen mit blauen Plättchen] weil’s ja vier verschiedene Farben sind“) So erhält 
sie insgesamt 14 Lösungen.   
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(n=5, k=2; 10 
Mögl.) 
 
1-2 2-3 3-4 
1-3 2-4 3-5 
1-4 2-5  
1-5   
 
Malin, KGSD, K. o. Wh., Lotto 
Kombinationen mit 
Wiederholung 





Lara, CGSB, K. m. Wh., Eismann 
Variationen ohne 
Wiederholung 
(n=6, k=2; 30 
Mögl.) 
 
1-2 2-1 3-1 4-1 
1-3 2-3 3-2 4-2 
1-4 2-4 3-4 4-3 
1-5 2-5 3-5 4.5 
 
Jasmina, KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 
Tab. 8.15 «Klassenerweiterung» bei verschiedenen Grundfiguren 
 
Allen Lösungswegen der Lernenden ist zu entnehmen, dass sie die gebildeten 
Klassen jeweils um ein Objekt, in dem das hinzugekommene Element enthalten 




Erweitere jede der gebildeten Klassen um eine Figur mit dem neuen Element.  
 
Vorab wurde bereits darauf hingewiesen, dass diese Strategie ausschließlich in 
Kombination mit der «Elementfixierung» von den Lernenden verwendet wurde. 
Mittels dieser Strategie werden bei Kombinationen ohne Wiederholung (für eine 
beliebige aber feste Anzahl von n Aufgangselementen und der Kombination von 
zwei Elementen zur einer Figur), unabhängig davon, ob, die Lernenden die 
«Elementfixierung» mit oder ohne feste Position verwenden, genau n-1 Klassen 
erstellt. Bei den Kombinationen mit Wiederholung genau n Klassen (vgl. 7.1.3). 
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Für die Variationen ohne Wiederholung entstehen bei der «Elementfixierung 
ohne feste Position» n Klassen und mit fester Position n-1-Klassen. Ein Ver-
gleich der erstellten mit der gesuchten Figurenmenge zeigt, dass die Anzahlen 
mittels der Strategie unabhängig von der kombinatorischen Figur nicht überein-



















𝑛 − 1 𝑛 2(n-1) 
«Elementfixie-




rung mit fester 
Positon» 
Tab. 8.16 Vergleich der zu erstellenden Anzahl neu hinzukommender Figuren und 
der tatsächlich erstellten Anzahl mittels der Strategie «Klassenerweiterung» 
 
Durch das beschriebene durchgängig strukturierte Erstellen der Lösungen ent-
steht demnach in keinem Fall die vollzählige Figurenmenge. Trotz der konse-
quenten Anwendung dieses systematischen Vorgehens ermitteln die Lernenden 
demnach nicht die gesuchte Figurenmenge. Dass dabei nicht zufällig eine Figur 
vergessen wurde, sondern das Fehlen dieser Figur auf dem systematischen Vor-
gehen beruht, wird insbesondere an Laras Vorgehen deutlich: 
 
Transkr. 8.14 Laras systematische Anwendung der  «Klassenerweiterung» (CBSB, 
K. m. Wh., Dominosteine) 
Zur Situation: Lara hat bereits die Grundaufgabe zu den Dominosteinen gelöst und die 
Lösungen anschließend wie folgt auf dem Tisch angeordnet: 
1-1 
1-2   2-2            4-2 
1-3   2-3   3-3   4-3 
1-4                    4-4 
Die Interviewerin fordert sie auf, herauszufinden, wie viele Dominosteine man aus 5 
verschiedenen Punktmustern erstellen kann.  
L.: Das wären eigentlich 4 mehr. Also 14. 
I.: Bist du dir sicher, dass das 14 sind? 
L.: Hm.  
I.: Du kannst ja mal überlegen, ob das stimmt. Das war ja schon eine sehr gute 
Überlegung. 
L.: Kann ich das noch mal malen? [L. notiert und legt anknüpfend an die bereits 
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gefundenen Objekte folgende Lösungen mit dem neuen Element]:  
 
1-1 
1-2   2-2            4-2 
1-3   2-3   3-3   4-3 
1-4                    4-4 
1-5   2-5   3-5    4-5 
 
I.: sicher? 
L.: Es gäbe ja auch noch 5 und 6, aber 6 kann man ja nicht machen…Ah! Ich weiß 
noch einen! [notiert 5-5]. 
15:00 L. wird anschließend von der Interviewerin gebeten alle Dominosteine aus 6 
verschiedenen Punktmustern zu finden. 
I.: Jetzt stell dir mal vor die 6 wäre auch noch erlaubt auf den Dominosteinen. Wie 
viele gäbe es denn dann insgesamt? 
L.: 20 glaube ich. Ich glaub das wären 20. 
L.: Weil von 6 macht man diesen von Einer und Sechser noch dazu, von Zweier, 
Dreier Vierer und Fünfer und dann macht man noch äh 21 sechs und sechs auch 
noch. 
I.: Das war ja vorhin auch so, dass du den einen vergessen hast. Woran könnte das 
liegen? 
L.: Weil ich erst immer bis zur 4 rechne und dann hatte ich das vergessen, weil ich 
hier hinten noch keine Reihe waren. 
 
Analyse des Vorgehens 
Laras Überlegungen ist zu entnehmen, dass sie systematisch die Klassen um 
jeweils ein Objekt mit dem neu hinzukommenden Element erweitert. Dabei 
ermittelt sie sowohl bei der Erweiterung von vier auf fünf Elemente als auch bei 
der Erweiterung auf sechs Elemente nicht die vollzählige Figurenmenge. In 
beiden Fällen wird mit dem neuen Element die Kombination mit Wiederholung 
nicht erstellt. Ihren Ausführungen lässt sich dabei auch direkt die Erklärung für 
diesen Fehler entnehmen: „Weil ich erst immer bis zur 4 rechne und dann hatte 
ich das vergessen, weil ich hier hinten noch keine Reihe waren.“ Sie zeigt damit 
auf, dass sie alle Klassen erweitert hat und jeweils eine Figur nicht erstellt wur-
de, da es dazu noch keine „Reihe“ gab. 
8.4.4 Kombination aus  Klassenneubildung und Klassenerweiterung 
Die Kombination aus «Klassenneubildung» und «Klassenerweiterung» wurde 
unter anderem von Stefan zur Lösung der Dominosteine-Aufgabe verwendet. 
An seinen Aussagen und Vorgehensweisen wird die Strukturierungsstrategie 
daher erläutert. 
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8.4.4.1 Analyse der zugrunde liegenden Fokussierung 
Die Kombination aus «Klassenneubildung» und «Klassenerweiterung» wurde 
über alle kombinatorischen Figuren hinweg verwendet, jedoch nur, wenn vorab 
zur Strukturierung die «Elementfixierung» genutzt wurde. Das Vorgehen wird 
an Stefans Äußerungen und Handlungen besonders deutlich:  
 
Transkr. 8.15 Stefans rekursives Vorgehen (GSSTB, K. m. Wh, Dominosteine) 
Zur Situation: Stefan hat bereits die 
Dominosteinaufgabe gelöst und seine 
gefundenen Lösungen anschließend in 
Gruppen sortiert und treppenförmig 
angeordnet. Nun erhält er den Auf-
trag, herauszufinden, wie viele Mög-
lichkeiten es bei fünf Objekten gibt.  
S.: Dann brauche ich die gar nicht mehr aufzuschreiben. 
I.: Aha? 
S.: Dann brauche ich nur noch die Fünfer. 
I.: Weißt du auch so, wie viele Fünfer. es geben würde? 
S.: 4. Oder so.  
I.: Aha, dann mach das mal. 
S.: Da ist bei jedem ein mehr [zeigt auf die vier gebildeten Klassen], weil dann 
hier einmal fünf [zeigt auf die linke Reihe in der alle Objekte mit 1 liegen). 1-
5, ja. Weil wir hatten ja schon welche [deutet auf die Lösungen aus Aufga-
benteil 1.1]. 
I.: Dann mach das mal. Kannst du mir erklären, warum 4 dazu kommen? 
S.: [Notiert 1-5, 2-5, 3-5, 4-5 und legt die Dominosteine jeweils unten in die 
gebildeten Klassen]. Ha, das war es eigentlich. 
I.: Bist du dir sicher… [beendet den Satz nicht, L.: greift nach einer weiteren 
Vorlage] 
S.: [notiert 5-5] 
 
Analyse des Vorgehens 
Stefan löst die Dominosteinaufgabe rekursiv, wie seine Aussagen: „Dann brau-
che ich die gar nicht mehr aufzuschreiben“ und: „Dann brauche ich nur noch 
die Fünfer“ belegen. Er erweitert dazu die vier gebildeten Klassen um jeweils 
ein Element („Da ist bei jedem ein mehr“ (zeigt auf die vier gebildeten Klas-
sen). Abschließend stellt er fest, dass ihm ein weiteres Objekt fehlt und notiert 
5-5. Stefan ergänzt damit ebenso wie Lara die bestehenden Klassen jeweils um 
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ein Objekt, in dem das neue Element enthalten ist. Zusätzlich erstellt er an-
schließend eine neue Klasse mit dem noch fehlenden Objekt. 
8.4.4.2 Verallgemeinerung der Strategie 
Bei der Kombination aus «Klassenneubildung» und «Klassenerweiterung» wur-
de in keinem Fall eine Anzahl ermittelt, die nicht der gesuchten Anzahl ent-
sprach. Die nachfolgende Tabelle (8.1.7) zeigt exemplarisch, die Anwendung 
der Strategie:  
Kombinationen ohne 
Wiederholung 





1-2 2-3 3-4 4-5 
1-3 2-4 3-5  
1-4 2-5   
1-5    
Lucas, CGSB, K. o. Wh., Lotto 
Kombinationen mit 
Wiederholung 


















Robin, KGSD, V. o. Wh., Zahlen aus Ziffernkarten 





                                                          
 
 
30 Bei den Darstellungen der Strukturierungsstrategien der Lernenden ist zu berücksich-
tigen, dass diese in einigen Fällen zunächst die neu hinzukommenden Objekte erstellten 
sowie die Anzahl benannten und anschließend von der Interviewerin gebeten wurden, die 
Objekte noch einmal alle zu notieren. Entsprechend wurden die Objekte trotz Rückgriffs 
auf die vorherige Lösung alle neu notiert. 
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Sie ist auf der Grundlage der Strukturierungen der Lernenden wie folgt zu ver-
allgemeinern:  
Kombination aus «Klassenerweiterung» und «Klassenneubildung»  
1. Erweitere jede der gebildeten Klassen um eine Kombination mit dem neu-
en Element.  
2. Bilde eine neue Klasse, die alle noch fehlenden Objekte enthält.  
8.4.5 Fazit 
Lernende ermitteln die Anzahl aller Figuren zu der Erweiterung der Problem-
stellungen analog oder rekursiv. Dabei wurden im Rahmen dieser Untersuchung 
die rekursiven Strategien genauer betrachtet. Ein rekursives Vorgehen ist aus 
fachlicher Sicht ein zentraler Zugang zur Anzahlbestimmung (vgl. 1.2.2). Dazu 
verwenden die Lernenden verschiedene rekursive Strategien, bei denen sich 
ebenso, wie bei den Strukturierungsstrategien zur Lösung der Grundaufgaben, 
die Frage stellt, ob die einzelnen Strategien sicherstellen, dass die gesuchte 
Figurenmenge vollzählig erstellt wird. 
Insgesamt wurden verschiedene rekursive Strategiebausteine identifiziert. In 
Kombination mit den Strukturierungsstrategien zur Grundaufgabe lassen sich 
mittels dieser Bausteine die rekursiven Strategien der Lernenden vollständig 
beschreiben. Dies gilt sowohl für Lernende, die die Anzahl indirekt ermittelten 
als auch für Schüler, die die Anzahl direkt über eine rekursive Rechnung ermit-
telten und eine gedankliche Strukturierung vornahmen.  
Zur Beschreibung der Strategien der Lernenden wurden vier rekursive Strate-
giebausteine rekonstruiert. Der Baustein, die «Annahme von Proportionalität» 
davon stellt – ähnlich wie das Figurenbildungskonzept – keine Strategie dar, 
sondern eine Annahme über die Beziehung zwischen den bereits erstellten Figu-
ren und der Anzahl der Figuren mit dem neuen Element. Neben diesem Baustein 
wurden unabhängig von der kombinatorischen Figur drei verschiedene Struktu-
rierungsstrategien bei der Erweiterung der Aufgabenstellungen identifiziert. Zu 
unterscheiden ist zwischen der «Klassenneubildung», der «Klassenerweiterung» 
und einer Kombination aus «Klassenneubildung» und «Klassenerweiterung». 
Alle drei Strategiebausteine hängen eng mit der «Elementfixierung» zusammen, 
da notwendigerweise Figuren mit dem neu hinzukommenden Element gebildet 
werden. Die Strategie «Klassenneubildung» war in Kombination mit allen Stra-
tegiebausteinen zu beobachten. Die Strategie «Klassenerweiterung», trat, ebenso 
wie die Kombination aus «Klassenneubildung und -erweiterung» nur auf, wenn 
die Anzahl der Figuren bei der vorherigen Lösung durch die «Elementfixierung» 
(vgl. 7.1) ermittelt oder eine nachträgliche Strukturierung im Sinne dieser Stra-
tegie vorgenommen wurde.  
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tätsannahme unterliegt, gehen 
davon aus, dass die Anzahl 
der Figuren mit dem neuen 
Element der Anzahl der 
Figuren mit einem festen 
Element in der Grundaufgabe 
entspricht. 
„Der könnte sich 14 kaufen, weil 
wir hatten ja schon welche, und das 
waren zehn (L. zeigt auf die bereits 
gefundenen Lösungen der Grund-
aufgabe) und dann immer noch 4 
dazu sind 14.“ – Also vier, weil das 
ja immer vier Eishörnchen mit einer 
Sorte waren. 
 
Larissa CGSB, K. m. Wh. Eismann 
«Klassenneubil-
dung» 
Lernende, die die Strategie 
«Klassenneubildung» nutzen, 
bilden eine neue Klasse, die 
(alle) Objekte enthält, in 
denen das neue Element 
vorkommt.   
So bildet Robin eine Klasse 
in der alle Objekte mit dem 










Robin, CGSB, K. m. Wh. Eismann 
«Klassenerwei-
terung» 
Lernende, die die Strategie 
„Klassenerweiterung“ nutzen, 
erweitern die bereits gebilde-
ten Klassen aus der vorange-
gangenen Aufgabe um je-
weils die Kombination, die 
mit dem neuen Element 
entstehen kann. 
So fügt Lara jeder vorherigen 
Gruppe ein Objekt, welches 














Lernende, die eine Kombina-
tion aus  
«Klassenneubildung»  und 
«Klassenerweiterung» nut-
zen, erweitern die bestehen-
den Klassen und bilden neue 
noch fehlende Klassen. 
So fügt Stefan jeder Klasse 
einen Dominostein mit dem 
Punktmuster „5“ hinzu und 
bildet eine neue Klasse mit 
dem Punktmuster  „5 und 5“. 
 
 
Stefan, KGSW, K. m. Wh. Domino-
steine 




In der Literatur gibt es bislang noch keine Befunde zu den rekursiven Strategien 
von Lernenden beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen und insofern 
auch keine Klassifizierung. Es sind jedoch insbesondere Befunde darüber zu 
finden, dass Lernende beim Lösen von Musterfolgen ein proportionales Wachs-
tum der Folgen annehmen und diese Annahme zur Lösungsfindung nutzen (vgl. 
u. a. Akinwunmi 2012). Insofern gibt es Übereinstimmungen zwischen den 
Ansätzen zum Lösen zueinander analoger Anzahlbestimmungsprobleme und 
Problemstellungen, in denen Musterfolgen fortgesetzt werden sollen. 
Eine Betrachtung, in welchem Maße sich mittels der Strategien die gesuchte 
Figurenmenge vollzählig erstellen lässt, zeigt, dass diese sowohl mittels der 
«Annahme von Proportionalität» als auch durch eine konsequente Anwendung 
der Strategie «Klassenerweiterung» nicht erstellt wird. Die anderen beiden Stra-
tegien sind hingegen potentiell geeignet, die vollständige Figurenmenge zu 
erstellen.  
8.5 Zusammenfassung 
Ausgangspunkt dieses Kapitels waren Hinweise vorangegangener Untersuchun-
gen, die aufzeigen, dass einige Lernende bereits in der Primarstufe informelle 
Zählstrategien entwickeln, wenn nach der Anzahl aller Figuren und nicht nach 
der Auflistung der Figurenmenge gefragt wird (vgl. 2.5). Da es bislang noch 
keine konkreten Befunde dazu gibt, welche Zählstrategien Lernende in der 
Grundschule verwenden und in welcher Beziehung diese zu den fachlichen 




Welche Zählstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur Anzahlbe-
stimmung? 
 
Die Antwort lässt sich auf Basis der in den vorherigen Abschnitten dargestellten 
Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen: Die in der Untersuchung inter-
viewten Lernenden wenden im Kontext kombinatorischer Anzahlbestimmungs-
probleme bereits verschiedene Zählstrategien an. Neben verschiedenen operati-
onalen Strategien werden zur Lösung der zueinander analogen sowie der zuei-
nander isomorphen Problemstellungen auch rekursive Strategien genutzt. Ler-
nende, die operational die Anzahl aller Lösungen bei den Grundaufgaben be-
stimmen, gehen additiv oder multiplikativ vor. In einigen Fällen verwenden sie 
Kompensationsstrategien, wenn sie systematisch zu viele Objekte ermittelt ha-
ben. Der Tabelle sind alle identifizierten Strategien zu entnehmen.  
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Strategieklasse  Zählstrategie 
Additive Strategien Allgemeine additive Strategie  
«Aufeinanderfolgende Zahlen addieren» 
Allgemeine additive Strategie 
« Alle Figuren zu einem festen Element addieren» 
Allgemeine additive Strategien 
« Alle Figuren zu einem festen Element an einer festen 
Position addieren» 
Figurspezifische additive Strategie: 
«Kombinationen addieren» 
Figurspezifische additive Strategie: 
«Permutationen addieren» 






Rekursive Strategien «Annahme von Proportionalität» 
«Klassenneubildung» 
«Klassenerweiterung» 
Kombination aus «Klassenerweiterung» und «Klassenneu-
bildung» 
Tab. 8.19 Verwendete Zählstrategien 
 
Hinsichtlich der additiven und multiplikativen Strategien ist von zentraler Be-
deutung, dass die in der Tabelle dargestellten Strategien auf einem systemati-
schen Erstellen der Figurenmenge beruhen oder auf einer vorgenommenen An-
ordnung, welche die Vollständigkeit der Figurenmenge aufzeigt. Einige Lernen-
de erstellen jedoch auch eine Rechnung, die auf eine nachträgliche Umstruktu-
rierung der Figurenmenge zurückzuführen ist und ausschließlich dazu dient, die 
Anzahlbestimmung zu vereinfachen. Diese Strategien sind insofern nicht geeig-
net kombinatorische Zählstrategien abzuleiten, die eine vollständige Auflistung 
der Figuren unnötig machen, sie sind jedoch zur Vereinfachung der Anzahlbe-
stimmung sinnvoll.  
Bei den genauer analysierten additiven Strategien ist zwischen allgemeinen und 
figurspezifischen Strategien zu unterscheiden. Bei Ersteren liegt der Fokus auf 
einer Strukturierung im Sinne einer allgemeinen Strategie, welcher sich in den 
additiven Rechnungen der drei identifizierten Strategien widerspiegelt. Figur-
spezifische additive Strategien beruhen hingegen auf figurspezifischen Eigen-
schaften, welche sich ebenfalls in den Rechnungen zeigen. Identifiziert wurden 
sie im Rahmen dieser Untersuchung nur für Variationen ohne Wiederholung.  
Ein Vergleich der additiven Strategien der Lernenden mit den fachlichen Strate-
gien zeigt, dass diejenigen Strategien, die auf einem abhängigen Figurenbil-
dungskonzept beruhen, dem Additionsprinzip entsprechen. Auf einem unabhän-
gigen Figurenbildungskonzept basierende Strategien sind entsprechend klar von 
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dem Prinzip zu unterscheiden, da die notwendige Disjunktheit der Mengen nicht 
gegeben ist. Parallelen zeigen sich zwischen letztgenannter Lernendenstrategie 
und dem Prinzip des Ein- und Ausschaltens, welches ebenfalls auf der Addition 
nicht disjunkter Mengen basiert. Im Gegensatz zu den identifizierten Strategien 
der Lernenden wird dabei jedoch eine Kompensation vorgenommen. In der 
Literatur (vgl. Grassmann 2002) gibt es ebenfalls Hinweise auf ähnliche additi-
ve Strategien. Diese lassen sich auf der Grundlage der Ergebnisse dieser Unter-
suchung klassifizieren und hinsichtlich der Beziehungen zu den fachlichen Vor-
gehensweisen einordnen. Die beiden rekonstruierten figurspezifischen Strate-
gien ermitteln in beiden Fällen die Anzahl der Figurenmenge und weisen einen 
engen Zusammenhang zu den historischen Zugängen zum Lösen von Variati-
onsproblemen auf. Damit grenzen sie sich gleichzeitig klar von der vorgenom-
menen Strukturierung im Baumdiagramm und der daraus abgeleiteten additiven 
Strategie ab. In den additiven Rechnungen spiegelt sich insbesondere die Bezie-
hung der Variationen ohne Wiederholung zu den Kombinationen mit und ohne 
Wiederholung wider (vgl. 8.1). 
 
Insgesamt konnte über alle Figuren hinweg eine multiplikative Strategie rekon-
struiert werden, die auf dem direkten Schluss von der Anzahl der Figuren mit 
einem festen Element auf die Anzahl aller Figuren basiert. Die von den Lernen-
den gebildete multiplikative Rechnung besteht unabhängig von der kombinato-
rischen Figur und dem Kontext jeweils aus zwei Faktoren.  Einer dieser Fakto-
ren entspricht der Anzahl der Figuren mit einem festen Element, der andere der 
Anzahl der Ausgangselemente. Durch Rechnung ermitteln die Lernenden bei 
allen Figuren die Anzahl einer Figurenmenge, die nicht der gesuchten ent-
spricht. Eine auf der Rechnung basierende Konstruktion der Figurenmenge 
zeigt, dass diese aus Mengen besteht, die nicht disjunkt sind und das multiplika-
tive Vorgehen entsprechend nicht mit dem allgemeinen Zählprinzip gleichge-
setzt werden kann. In der Literatur liegen bislang keine konkreten Analysen zu 
den multiplikativen Rechnungen von Lernenden bei Anzahlbestimmungsprob-
lemen vor. Eine genauere Analyse einiger dargestellter multiplikativer Rech-
nungen zeigt jedoch, dass die gebildeten Produkte sich ebenfalls über den 
Schluss von der Anzahl der Figuren mit einem festen Einzelelement auf die 
Anzahl aller Figuren erklären lassen (vgl. 8.2).  
 
Lernende, die zunächst mittels eines systematischen Vorgehens und aufgrund 
eines unabhängigen Figurenbildungskonzeptes zu viele Figuren erstellten, ver-
wenden Kompensationsstrategien, um ausgehend von der erzeugten Figuren-
menge die gesuchte zu erhalten. Zu unterscheiden ist zwischen den Strategien 
«Doppelte wegnehmen» und «Gruppen bilden». Beide Strategien werden bis-
lang in den Befunden vorangegangener Untersuchungen nicht konkret benannt. 
Unter propädeutischen Gesichtspunkten ist die enge Beziehung zwischen den 
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beiden Kompensationsstrategien und den fachlichen Zählstrategien allerdings 
zentral. So zeigt ein Vergleich die enge Verknüpfung der Strategie «Doppelte 
wegnehmen» mit dem Prinzip des Ein- & Ausschaltens. Ebenso weist die Stra-
tegie «Gruppen bilden» einen engen Bezug zur Quotientenregel auf (vgl. 8.3). 
 
Lernende, die zueinander analoge Problemstellungen mittels rekursiver Strate-
gien lösen, erstellen entweder alle neu hinzukommenden Lösungen oder ermit-
teln die Anzahl der neu hinzukommenden Objekte mittels einer Rechnung. Bei-
de Wege beruhen auf drei rekursiven Strukturierungsstrategien und bzw. oder 
auf der «Annahme von Proportionalität», welche insbesondere auch beim Fort-
setzen von Musterfolgen eine zentrale Rolle spielt, jedoch hinsichtlich des Lö-
sens von Anzahlbestimmungsproblemen noch nicht identifiziert wurde. Unter-
schieden werden die «Klassenneubildung», die «Klassenerweiterung» und die 
Kombination aus den beiden genannten Strategien. Die erstgenannte Strategie 
wurde von den Lernenden unabhängig von der vorherigen Strukturierungsstra-
tegie verwendet. Die beiden anderen traten nur in Kombination mit einer vorhe-
rigen Strukturierung im Sinne einer der beiden Varianten der «Elementfixie-
rung»  auf. Eine Analyse, inwiefern mittels einer konsequenten Anwendung der 
Strategien oder durch die «Annahme von Proportionalität» die jeweiligen ge-
suchten Figurenmengen erstellt werden können, zeigt, dass sowohl durch die 
«Klassenerweiterung» als auch durch die «Annahme von Proportionalität» sys-
tematisch nicht die gesuchte Anzahl ermittelt wird. Die anderen beiden Strate-
gien eignen sich hingegen beide grundsätzlich zur vollzähligen Anzahlbestim-
mung, stellen diese jedoch nicht unbedingt sicher (vgl. 8.4). 
Aus den Ergebnissen dieses Kapitels lässt sich schlussfolgern, dass Lernende 
bereits in der dritten Klasse eine Reihe sinnvoller und zielführender Zählstrate-
gien verwenden, welche zu Teilen bereits auf den grundlegenden Ideen der fach-
lichen Zählstrategien basieren. Anderen Zählstrategien der Lernenden unterlie-
gen hingegen Konzepte, die nicht mit den fachlichen übereinstimmen. 
 
 9 Zusammenfassung und Ausblick 
Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Diskrepanz zwischen der Bedeutung kom-
binatorischer Kompetenzen auf der einen und den Schwierigkeiten von Lernen-
den beim Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme auf der anderen 
Seite. Es wurde herausgestellt, dass unter propädeutischen Gesichtspunkten die 
Thematisierung kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme bereits in der 
Grundschule von zentraler Bedeutung ist, eine solche jedoch unter der heute 
gängigen genetischen Auffassung vom Lernen einige Konsequenzen mit sich 
bringt. So bedarf es unter dieser Auffassung einerseits der Kenntnisse über die 
Vorgehens- und Denkweisen von Lernenden beim Lösen kombinatorischer An-
zahlbestimmungsprobleme und andererseits auch über die Beziehung zwischen 
den Vorgehens- und Denkweisen von Lernenden und den fachlichen Strategien 
und Konzepten. Beide Aspekte sind von besonderer Relevanz, um ausgehend 
von den Strategien und Konzepten der Lernenden Anlässe zu schaffen, die fach-
lichen Strategien und Konzepte zu entwickeln. Unter dieser Perspektive stand 
folgende übergeordnete Forschungsfrage im Mittelpunkt der Arbeit:  
 
Wie lösen Lernende der Primarstufe vor der Thematisierung im Unter-
richt kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme und in welcher Be-
ziehung stehen die Vorgehensweisen und Denkwege der Lernenden zu den 
fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten? 
 
Um diese Beziehungen konkreter in den Blick nehmen zu können, wurde zu-
nächst geklärt, welche Strategien und Konzepte die Mathematik bereitstellt, um 
elementare kombinatorische Anzahlbestimmungsprobleme zu lösen.  
 
Es wurde gezeigt, dass unter propädeutischen Gesichtspunkten insbesondere das 
strukturierte Auflisten sowie die Anwendung von Zählstrategien eine zentrale 
Rolle spielen. Zudem wurde herausgestellt, dass die heutige Thematisierung von 
Anzahlbestimmungsproblemen von der historischen Entwicklung kombinatori-
scher Zählstrategien und Operationen abweicht. Diese Erkenntnis kann insofern 
bedeutsam sein, als oftmals Parallelen zwischen der ontogenetischen und der 
phylogenetischen Entwicklung identifiziert werden können (vgl. Kap. 1).  
Die Analyse der vorliegenden Studien zum Lösen kombinatorischer Anzahl- und 
Auflistungsprobleme mit besonderem Blick auf die Strukturierungs- und Zähl-
strategien von Lernenden zeigt, dass die Vorgehensweisen einerseits insbesonde-
re von verschiedenen Aufgabenvariablen, wie der kombinatorischen Figur, den 
zugrunde liegenden Modellvorstellungen sowie der Art und Anzahl zu kombi-
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nierender Objekte abhängen. Andererseits sollen jedoch auch verschiedene Per-
sonenvariablen wie das Alter und die kognitive Entwicklung einen Einfluss 
haben. Informationen darüber, welchen Einfluss diese Faktoren konkret auf die 
Strategien von Lernenden beim Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen ha-
ben, sind den vorangehenden Untersuchungen nicht zu entnehmen. Bekannt ist 
aber, dass vor allem ältere Lernende zur Lösung von Auflistungs- und Anzahl-
bestimmungsproblemen oftmals eigenständig Strukturierungen vornehmen und 
die Bereitstellung von Material dazu führt, dass bereits Lernende im Grund-
schulalter nicht ausschließlich über Versuch und Irrtumsstrategien die Figuren 
erstellen. Lösungsstrategien von Lernenden werden insbesondere im Kontext 
von Auflistungsproblemen beschrieben und bezugnehmend auf verschiedene 
Aspekte dargestellt. In einigen Beschreibungen werden Strategien abhängig 
davon, ob sie die Figurenmenge vollzählig erstellen, als Suche mit System oder 
als Makrostrategie klassifiziert. Nicht berücksichtigt wird in diesen Ansätzen, ob 
Lernende Strategien verwenden, die die von ihnen erstellte Figurenmenge voll-
ständig erzeugen, jedoch nicht der gesuchten Figurenmenge entsprechen.  
Die Analyse der in den vorhandenen Studien benannten Strategien lässt erken-
nen, dass zu vielen, jedoch nicht zu allen kombinatorischen Figuren Informatio-
nen vorliegen. Vergleiche benannter Strategien in verschiedenen Studien zeigen 
große Gemeinsamkeiten zwischen Strategien, die nahelegen, dass diese zu Tei-
len unabhängig und zu Teilen abhängig von verschiedenen Aufgabenvariablen 
verwendet werden. Informationen zur Anwendung von Zählstrategien liegen 
spärlich vor, da der Studienfokus meist auf dem Lösen von Auflistungsproble-
men liegt. Insbesondere unterrichtspraktische Artikel und Bücher liefern jedoch 
eine Reihe von Hinweisen darauf, dass Zählstrategien von Lernenden bereits 
intuitiv verwendet werden, wenn nach der Anzahl der Lösungen gefragt wird.  
Abzuleiten ist, dass bezüglich des Lösens von Auflistungsproblemen bereits 
einige wesentliche Informationen vorliegen, die voraussichtlich auf das Lösen 
von Anzahlbestimmungsproblemen übertragbar sind. Zugleich wurde jedoch 
auch ersichtlich, dass insbesondere Informationen darüber fehlen, welche Rolle 
Strukturierungen in den Anzahlbestimmungsprozessen von Lernenden spielen, 
wie sich diese unter Berücksichtigung des Einflusses von Aufgabenvariablen 
beschreiben lassen und welche Strukturierungs- und Zählstrategien Lernende 
bereits vor der systematischen Thematisierung im Unterricht verwenden (vgl. 
Kap. 2). 
Ausgehend von diesen theoretischen fachlichen und fachdidaktischen Erkennt-
nissen, wurde die Ausgangsfrage für die empirische Studie in fünf Forschungs-






1. Wie beeinflussen die kombinatorische Figur und der Aufgabenkon-
text die Anzahlbestimmungsstrategien von Drittklässlern? 
2.  Welche Rolle spielen Strukturierungen in den Anzahlbestimmungs-
prozessen von Drittklässlern? 
3. Wie lassen sich die Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung 
des Einflusses der Aufgabenvariablen „kombinatorische Figur“ und 
„Kontext“ beschreiben? 
4. Welche Strukturierungsstrategien verwenden Lernende der dritten 
Klasse zur Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen?  
5. Welche Zählstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur 
Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen?  
 
Nachfolgend werden die gewonnenen Erkenntnisse zunächst in Abschnitt 9.1 
kurz zusammengefasst. Dabei werden neben den zentralen Ergebnissen der 
Untersuchung auch deren Grenzen hinsichtlich der Verallgemeinerbarkeit auf-
gezeigt, bevor im Ausblick (9.2) Folgerungen und Fragen aus den gewonnenen 
Erkenntnissen abgeleitet werden. Zunächst werden dort Konsequenzen für die 
didaktische Strukturierung des Unterrichts diskutiert, anschließend werden Fol-
gerungen und weiterführende Fragestellungen für anknüpfende Forschungsinte-
ressen formuliert. 
9.1 Zusammenfassung  
Im Folgenden werden die zentralen Ergebnisse der empirischen Untersuchung 
entlang der fünf Forschungsfragen zusammenfassend dargestellt, für eine ge-
nauere Darstellung sei auf die jeweiligen Zusammenfassungen am Ende der 
Ergebniskapitel 4 bis 8 verwiesen. 
 
Forschungsfrage 1 
Wie beeinflussen die kombinatorische Figur und der Aufgabenkontext die 
Anzahlbestimmungsstrategien von Drittklässlern? 
 
Die kombinatorische Figur und der Kontext haben im Rahmen dieser Untersu-
chung wenig Einfluss darauf, ob Lernende die Anzahl über ein direktes oder 
indirektes Vorgehen abzählend oder rechnerisch ermitteln. Die Ergebnisse der 
Untersuchung legen jedoch nahe, dass die kombinatorische Figur oder aber die 
Anzahl der zu erstellenden Figuren einen Einfluss darauf haben, inwiefern Ler-
nende ausgehend vom Erstellen der Lösungen eine Zählstrategie ableiten (vgl. 
4.1). 
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Mit Blick auf die Verwendung von Strukturierungsstrategien zeigen sich deutli-
che Einflüsse der kombinatorischen Figur bei der Lösung von Variationsprob-
lemen ohne Wiederholung und bei den Kombinationsproblemen mit Wiederho-
lung. Dabei ist zu beachten, dass ein großer Teil der Lernenden die Eigenschaf-
ten der jeweiligen Figur in der Strukturierung berücksichtigt, dies jedoch nicht 
für alle Lernenden gilt (vgl. 4.2.1 und zur genaueren Darstellung der Strategien 
7.2).  
Der Aufgabenkontext hat ebenfalls bei einigen wenigen Lernenden einen zentra-
len Einfluss auf die Strukturierungsstrategie. So zeigte sich, dass bei den Aufga-
ben „Dominosteine“ und „Zahlen aus Ziffernkarten“ Strategien beim Erstellen 
der Lösungen bzw. zur Begründung der Vollständigkeit der Lösungen verwendet 
wurden, die sich direkt auf den spezifischen Kontext beziehen. Eine solche Ab-
hängigkeit der Strukturierung und Strategiewahl konnte bei den anderen Prob-
lemstellungen nicht identifiziert werden (vgl. 4.2.2). Hervorzuheben ist, dass 
insbesondere die kontextspezifische Strategie zu der Aufgabe „Zahlen aus Zif-
fernkarten“ geeignet ist, die Vollzähligkeit der Lösungen sicherzustellen. Ent-
sprechend sollten der Wert und die Sinnhaftigkeit dieser Strategien aus der Sicht 
der Lernenden berücksichtigt werden, wenngleich diese sich nicht eignen, dar-
aus allgemeine Zählstrategien abzuleiten.  
 
Aus den Ergebnissen ist zu folgern, dass im Rahmen von Studien beide Ein-
flussgrößen bei der Erhebung und Beschreibung der Strategien von Lernenden 
zu berücksichtigen sind. Die Bedeutung figurspezifischer Eigenschaften für die 
Strategien von Lernenden wurde im Rahmen dieser Untersuchung für die Kom-
binationen mit Wiederholung und die Variationen ohne Wiederholung identifi-
ziert. Welche Rolle spezielle Eigenschaften auch bei anderen Figuren bei der 
Anzahlermittlung spielen, lässt sich auf der Basis der Untersuchungsergebnisse 




Welche Rolle spielen Strukturierungen in den Anzahlbestimmungsprozessen 
von Drittklässlern? 
 
Die Ergebnisse der Studie zeigen auf, dass Strukturierungen in den Anzahlbe-
stimmungsprozessen aller Lernenden, unabhängig davon, ob sie die gesuchte 
Anzahl indirekt oder direkt bestimmen, eine zentrale Rolle spielen.  
Strukturierungen bei indirekten Anzahlbestimmungen lassen sich dabei abhän-
gig von den Lernenden in der zeitlich sukzessiven Erstellung der Figurenmenge 
und der späteren räumlich simultanen Strukturierung lokalisieren. Die Struktu-
rierungen verändern sich oftmals im Verlauf des Lösungsprozesses. Auch Ler-
nende, die zunächst Figuren ohne eine zu erkennende Strukturierung des Lö-
  
Zusammenfassung 309 
sungsprozesses erstellen, entwickeln in vielen Fällen im Verlauf des Anzahlbe-
stimmungsprozesses eine Strukturierungsstrategie zum Erstellen der Figuren-
menge oder nehmen nachträglich eine räumliche Strukturierung der bereits 
erstellten Figurenmenge vor. Insgesamt zeigt sich, dass im Verlauf des Lösungs-
prozesses und insbesondere über die Bearbeitung mehrerer Aufgabenstellungen 
hinweg der Grad an Strukturierung zunimmt. Diese Ergebnisse stimmen inso-
fern mit den bereits vorliegenden Erkenntnissen zu den Lösungsstrategien bei 
Auflistungsproblemen überein (vgl. 2.2). Zentral ist, dass Lernende, die die 
Figurenmenge vollständig strukturiert erstellt haben, diese keinesfalls selbstver-
ständlich auch räumlich strukturieren können. Diese Schwierigkeit äußert sich 
in der fortlaufenden Umstrukturierung der Figurenmenge. Ursache sind von den 
Lernenden gewählte Strukturierungskriterien, welche die Figurenmenge in nicht 
disjunkte Teilmengen zerlegen. Einzelne Figuren gehören demnach zu verschie-
denen Klassen und werden zur Vollzähligkeit fortwährend der jeweiligen Klasse 
zugeordnet. Im Vergleich der Anzahlbestimmungsprozesse verschiedener Ler-
nender zeigt sich neben der Zunahme des Strukturierungsgrades insbesondere 
eine Verdichtung auf die Verwendung einiger weniger Strukturierungen. Diese 
Strukturierungen bilden bei einigen Lernenden zugleich den Ausgangspunkt für 
die Ableitung einer Zählstrategie. 
Bei direkten Anzahlbestimmungen spielen in der Regel die gleichen vollständi-
gen Strukturierungen wie bei den indirekten Anzahlbestimmungen eine Rolle. 
Diese werden jedoch gedanklich vorgenommen und auf Nachfrage verbalisiert 
oder mittels Material veranschaulicht. Zentral ist dabei, dass bei direkten An-
zahlbestimmungen oftmals nicht die Anzahl der gesuchten Figurenmenge er-
zeugt wird, sondern fast ausschließlich eine zu große Anzahl an Figuren. Ge-
nauere Kenntnisse über die von den Lernenden gedanklich vorgenommenen 
Strukturierungen sind insofern von zentraler Bedeutung, um die aufgestellten 




Wie lassen sich die Strukturierungsstrategien unter Berücksichtigung des 
Einflusses der Aufgabenvariablen „kombinatorische Figur“ und „Kontext“ 
beschreiben? 
 
Die Strukturierungsstrategie eines Lernenden lässt sich als ein Konglomerat aus 
einem oder mehreren Bausteinen beschreiben. Bei diesen Bausteinen handelt es 
sich um das Figurenbildungskonzept des Lernenden sowie um eine oder mehre-
re Strategien, welche zu Teilen unabhängig von den Aufgabenvariablen kombi-
natorische Figur und Kontext und zu Teilen abhängig von diesen Variablen 
verwendet wird bzw. werden. 
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Der herausgearbeitete Beschreibungsansatz fußt auf dem Vergleich der Struktu-
rierungen des Lösungsprozesses und der räumlich vorgenommenen Strukturie-
rungen der Figurenmenge bei verschiedenen Lernenden zur Lösung von An-
zahlbestimmungsproblemen zu verschiedenen kombinatorischen Figuren. Die-
ser zeigte auf, dass innerhalb der Strukturierungen über verschiedene Figuren 
Ähnlichkeiten zu erkennen sind. Zugleich konnte auch erkannt werden, dass 
Teile der vorgenommenen Strukturierungen nur bei Problemstellungen zu spezi-
ellen kombinatorischen Figuren oder in seltenen Fällen in Abhängigkeit vom 
Kontext auftreten. Demnach sind die vorgenommenen Strukturierungen der 
Figurenmenge in der Regel nicht vollständig von der kombinatorischen Figur 
oder dem Kontext abhängig, sondern in den meisten Fällen zu Teilen auf diese 
Größen bezogen, so dass es notwendig ist, die Strukturierungen einzelner Ler-
nender als ein Konstrukt aus verschiedenen Strategiebausteinen zu beschreiben. 
Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Konzept zur Beschreibung von 
Strukturierungsstrategien greift insofern den Ansatz der  Mikro- und Makrostra-
tegien von Stein (1995, 1996) und Hoffmann (2003) auf (vgl. 2.3). Anders als 
dieses Konzept beruht die Beschreibung der Strategien auf Mikro- und Makro-
ebene jedoch nicht auf gestalttheoretischen Aspekten, sondern berücksichtigt, 
dass einige der Strategien auf Mikroebene sich auf die besonderen Eigenschaf-
ten der kombinatorischen Figuren oder auf den Kontext beziehen, andere hinge-
gen unabhängig davon zu beobachten sind. Eine Analyse der Strukturierungs-
strategien gibt Hinweise auf den zusätzlichen Mehrwert durch den Bezug auf 
diese Aufgabenvariablen. So ist es mittels dieses Konzepts der Strategiebaustei-
ne möglich, Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen den Strukturierungs-
strategien von Lernenden bei verschiedenen kombinatorischen Figuren heraus-
zustellen, Brüche in den Vorgehensweisen von Lernenden genauer zu lokalisie-
ren (vgl. u. a. 6.1.2.2.), die Tragfähigkeit der einzelnen Strukturierungsstrategien 
hinsichtlich des Erstellens bzw. Strukturierens der gesamten Figurenmenge zu 
überprüfen (vgl. 7.2.4), die den operationalen Strategien zugrunde liegenden 
Strukturierungen zu identifizieren (vgl. 7.1) sowie Beziehungen zwischen den 
Strukturierungs- und Zählstrategien der Lernenden und den fachlichen Konzep-
ten und Strategien herzustellen. Einschränkend ist zu berücksichtigen, dass das 
Konzept der Strategiebausteine im Rahmen dieser Untersuchung bei kombinato-
rischen Anzahlbestimmungsproblemen in Selektionskontexten zu Kombinatio-
nen mit und ohne Wiederholung und zu Variationen ohne Wiederholung entwi-
ckelt wurde. Zudem waren jeweils Figuren aus genau zwei Elementen zu erstel-
len. Insofern ist als Ergebnis der Studie festzuhalten, dass sich die Strukturie-
rungen im Kontext dieser Problemstellungen mittels des Konzepts der Strate-
giebausteine beschreiben lassen. Ob eine Übertragbarkeit des Konzeptes auf 
Strukturierungen im Kontext anderer Anzahlbestimmungsprobleme (welche sich 
beispielsweise im Hinblick auf die Modellvorstellungen, die Figuren, die Anzahl 
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der Elemente der Ausgangsmenge oder die Anzahl der zu kombinierenden Ele-




Welche Strukturierungsstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse zur 
Lösung von Anzahlbestimmungsproblemen? 
 
Insgesamt verwendeten die Lernenden im Rahmen dieser Untersuchung bei 
Kombinationen ohne Wiederholung, acht verschiedene Strukturierungsstrate-
gien, sechzehn bei Kombinationen mit Wiederholung sowie siebzehn bei Varia-
tionen ohne Wiederholung. Zu differenzieren ist zwischen Lernenden, die aus-
schließlich eine allgemeine Strategie, eine figurspezifische oder eine kontext-
spezifische Strategie verwendeten sowie Lernenden, die bei Kombinationen mit 
und Variationen ohne Wiederholung Kombinationen auf allgemeine und figur-
spezifische Strategien zurückgriffen. Da die Strukturierungsstrategien sich auch 
bezüglich eines abhängigen oder unabhängigen Figurenbildungskonzeptes un-
terscheiden, ergibt sich die große Anzahl verschiedener identifizierter Struktu-
rierungsstrategien, welche sich jedoch oftmals nur durch geringe Unterschiede 
in den Vorgehensweisen unterscheiden (vgl. 7.3 sowie den Anhang für eine 
vollständige Auflistung aller im Rahmen dieser Untersuchung verwendeten 
Strategien).  
Insgesamt wurden drei allgemeine Strategien, die «Disjunkte Paarbildung», die 
«Zyklische Musterbildung» und die «Elementfixierung», die  in zwei Varianten 
vorkam, über alle Problemstellungen hinweg verwendet (vgl. 7.1). Für die 
Kombinationen mit Wiederholung und die Variationen ohne Wiederholung wur-
den zusätzlich figurspezifische Strategien rekonstruiert. Diese beziehen sich bei 
erstgenannter Figur auf die Anzahl der Wiederholungen gleicher Elemente in 
den Figuren, bei letztgenannter auf den Umgang mit der Vertauschung der An-
ordnung der Elemente in den Figuren (vgl. 7.2). Zudem wurde bei der Aufgabe 
„Dominosteine“ und Aufgabe „Zahlen aus Ziffernkarten“ eine kontextspezifi-
sche Strategie verwendet (vgl. 4.2). 
Hinsichtlich der identifizierten allgemeinen und figurspezifischen Strategien 
zeigen sich Parallelen zu den Strategien zum Lösen von Auflistungsproblemen. 
So werden unter anderem die drei allgemeinen Strategien auch in den Untersu-
chungen Piagets und Inhelders (1975) benannt. Die den figurspezifischen Stra-
tegien zugrunde liegenden Handlungsmuster werden größtenteils ebenfalls be-
reits in vorangegangenen Studien dargestellt (vgl. u. a. Hoffmann 2003; Martino 
1992). Daraus ist zu folgern, dass diese sich nicht konkret auf die gegebenen 
Bedingungen in der Studie beziehen, sondern es sich vielmehr um Strategien 
handelt, die bei bestimmten kombinatorischen Problemstellungen typischer-
weise von Lernenden verwendet werden. Es zeigte sich zudem, dass alle allge-
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meinen Strategien grundsätzlich geeignet sind, die Figurenmenge vollzählig zu 
erstellen. Zu berücksichtigen ist, dass diese nicht sicherstellen, dass Figuren 
nicht doppelt erzeugt werden. Dies hängt von dem Figurenbildungskonzept der 
Lernenden ab. Die alleinige Anwendung figurspezifischer Strategien eignet sich 
hingegen nicht, um die Vollzähligkeit zu garantieren. 
Auf der Basis der benannten Strategien wurden für alle drei Figuren die sechs 
jeweils am häufigsten verwendeten Strukturierungsstrategien identifiziert und 
hinsichtlich ihres Potentials, die Figurenmenge vollzählig erstellen zu können, 
betrachtet. Besonders auffällig hinsichtlich dieser Hauptstrategien war für alle 
Figuren die Dominanz von Strategien, in denen eine der Varianten der «Ele-
mentfixierung» als Baustein enthalten war. Anzunehmen ist, dass diese Domi-
nanz auch darauf zurückzuführen ist, dass Umstrukturierungen, welche in der 
Regel zugunsten der «Elementfixierung» vorgenommen wurden, bei der Analy-
se der Hauptstrategien miteinbezogen wurden. Bei den Kombinationen mit 
Wiederholung und den Variationen ohne Wiederholung nahmen zudem figur-
spezifische Strategien eine zentrale Position ein. 
Eine genauere Analyse, zur Eignung der Strukturierungsstrategien zur vollzähli-
gen Anzahlermittlung, zeigte, dass für die jeweiligen Figuren jeweils vier der 
sechs der hauptsächlich verwendeten Strukturierungsstrategien diese sicherstel-
len. Bei den jeweils verbleibenden Strukturierungsstrategien wurde durch die 
alleinige Anwendung einer figurspezifischen Strategie die Vollzähligkeit nicht 
gewährleistet oder es wurden durch ein unabhängiges Figurenbildungskonzept 
Figuren durch die Strategien systematisch doppelt erstellt. 
 
Auf der Basis der Analysen sind drei Ergebnisse bezüglich der Strukturierungs-
strategien als besonders zentral herauszustellen: Festzuhalten ist insbesondere, 
dass Lernende eine große Anzahl verschiedener Strukturierungsstrategien ver-
wenden, welche jedoch bei genauerer Betrachtung große Parallelen auch über 
die Bearbeitung von Problemstellungen zu verschiedenen kombinatorischen 
Figuren hinaus aufweisen. Die hauptsächlich verwendeten Strategien der Ler-
nenden eignen sich in den meisten Fällen, um die Figurenmenge vollzählig zu 
erstellen, obwohl sie in der Regel nicht genau der Stufung im Baumdiagramm 
entsprechen. Die Ursache dafür, dass durchgängig strukturierte Lösungsstrate-
gien der Lernenden nicht die gesuchte Figurenmenge erstellen, liegt in einem 
unabhängigen Figurenbildungskonzept durch das mittels der Strategien systema-










Welche Zählstrategien verwenden Lernende der dritten Klasse? 
 
Die Lernenden verwendeten additive und multiplikative Strategien, sowie Kom-
pensationsstrategien zur Anzahlbestimmung. Zudem griffen sie bei der Bearbei-
tung zueinander analoger und isomorpher Aufgabenstellungen auf rekursive 
Strategien zurück oder ermittelten die Anzahl der Lösungen indirekt. Letztge-
nannte Strategie wurde dabei im Rahmen dieser Untersuchung nicht genauer 
analysiert. Die über additive und multiplikative Vorgehensweisen ermittelten 
Anzahlen stimmten dabei ebenso, wie die rekursiven Strategien, nicht alle mit 
der richtigen Lösungsanzahl überein (vgl. 7.2). Zudem ist insbesondere bei den 
additiven und multiplikativen Strategien zu berücksichtigen, dass neben den 
genauer beschriebenen, einige Rechnungen unabhängig von Strukturierungsstra-
tegien vorgenommen wurden. Lernende ordneten zur leichteren Anzahlbestim-
mung die Figuren in Paaren oder in Form eines Rechtecks an und nutzten diese 
zur Ableitung einer Rechnung. 
 
Insgesamt wurden drei allgemeine additive sowie zwei figurspezifische additive 
Strategien identifiziert, die auf vorgenommenen kombinatorischen Strukturie-
rungsstrategien beruhen. Letztgenannte wurden ausschließlich bei den Variatio-
nen ohne Wiederholung rekonstruiert (vgl. 8.1). Bemerkenswert ist, dass Ler-
nende auch multiplikative Rechnungen verwenden. Diese entsprechen alle einer 
Strategie, welche auf einem direkten Schluss von der Anzahl der Figuren zu 
einem festen Element auf die Anzahl aller Figuren beruht. Als Resultat wird bei 
allen multiplikativen Rechnungen der Lernenden jedoch eine zu große Anzahl 
ermittelt (vgl. 8.2). Die Ergebnisse dieser Studie zeigen auch, dass Lernende 
bereits in der Lage sind, eigenständig Kompensationsstrategien zu entwickeln. 
Zu unterscheiden ist zwischen zwei Strategien: «Doppelte wegnehmen» und 
«Gruppen bilden» (vgl. 8.3). Zur Lösung der Erweiterungen der Problemstel-
lungen verwenden Lernende auch rekursive auflistende und rechnerische Strate-
gien. Die auflistenden Strategien setzen sich dabei aus den vorab verwendeten 
Strukturierungsstrategien und zusätzlichen rekursiven Strategiebausteinen zu-
sammen, mittels derer die Anzahl der neu hinzukommenden Figuren ermittelt 
wird. Identifiziert wurden zwei verschiedene Strategien und eine Mischform der 
beiden Strategien. Zudem beruhen einige Strategien der Lernenden auf der 
«Annahme von Proportionalität». Eine Analyse, in welchem Maße mittels der 
rekursiven Strategien die Vollzähligkeit der Figurenmenge gewährleistet wird, 
zeigte, dass zwei Strategien potentiell geeignet sind, diese zu erstellen, die dritte 
jedoch ebenso wie «Annahme von Proportionalität» systematisch nicht die ge-
suchte Anzahl erzeugt. Rechnerische Strategien der Lernenden basieren auf den 
herausgearbeiteten Strukturierungen sowie insbesondere der Annahme von Pro-
portionalität (vgl. 8.4). Von den rekonstruierten Strategien werden einige im 
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Rahmen von unterrichtspraktischen Artikeln genannt, zudem gibt es in der Stu-
die Lacks (2009) Hinweise auf ähnliche additive und multiplikative Strategien, 
welche darauf schließen lassen, dass die Strategien der Lernenden nicht nur in 
Abhängigkeit von den in der Untersuchung verwendeten Aufgabenstellungen 
auftreten. 
 
Besonders zentral ist das Resultat der Gegenüberstellung der Zählstrategien der 
Lernenden zu den fachlichen Vorgehensweisen. Diese offenbart gemeinsame 
zugrunde liegende Konzepte. So zeigt sich etwa, dass diejenigen additiven Stra-
tegien, die auf einem abhängigen Figurenbildungskonzept beruhen, dem allge-
meinen Additionsprinzip entsprechen. Ebenso wurde herausgearbeitet, dass die 
grundlegenden Ideen hinter den Kompensationsstrategien mit zwei fachlichen 
Zählstrategien übereinstimmen. Die Strategien der Lernenden entsprechen der 
Durchführung der Zählstrategien auf der Handlungsebene. Ebenso zentral ist, 
dass andere Strategien sich von den fachlichen hinsichtlich der zugrunde liegen-
den Konzepte wesentlich unterscheiden, dies gilt beispielsweise für die multi-
plikative Strategie der Lernenden und das allgemeine Zählprinzip. Diese sind 
keinesfalls gleichzusetzen, da der multiplikativen Strategie der Lernenden an-
ders als dem allgemeinen Zählprinzip keine Einteilung in disjunkte Stufen un-
terliegt.  
Einschränkend ist zu berücksichtigen, dass sich die Verwendung der Zählstrate-
gien auf die im Rahmen der Untersuchung verwendeten Problemstellungen 
bezieht. Ob ähnliche Zählstrategien auch bei anderen Problemstellungen ver-
wendet werden, ist zukünftig zu prüfen. 
9.2 Ausblick 
Die Ergebnisse der empirischen Studie verdeutlichen, welche nicht zu unter-
schätzenden Kompetenzen Lernende bereits in der Grundschule in Hinblick auf 
das Lösen kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme mitbringen. Diese 
beziehen sich insbesondere auf verschiedene Strukturierungsstrategien, die 
geeignet sind, die Figurenmenge vollzählig zu erstellen und auf Zählstrategien, 
die enge Bezüge zu den fachlichen Zählstrategien aufweisen. Diese Kenntnis 
stellt einen wesentlichen Ausgangspunkt für die propädeutische Thematisierung 
von Anzahlbestimmungsproblemen in der Grundschule dar.  
Ausgehend von den Erkenntnissen der Untersuchung stellt sich die Frage nach 
den Konsequenzen für die Unterrichtspraxis sowie für die weitere Erforschung 
des kombinatorischen Denkens von Lernenden. Beiden Aspekten wird im Fol-
genden nachgegangen. Zunächst werden in Abschnitt 9.2.1 Schlussfolgerungen 
für die Unterrichtspraxis dargestellt. Daran anknüpfend in Abschnitt 9.2.2 wel-




9.2.1 Folgerungen für die Unterrichtspraxis 
Die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung tragen dazu bei, dass Lehrkräfte 
die Strategien und Schwierigkeiten von Lernenden besser verstehen und mögli-
che Fehler bei der Anzahlbestimmung identifizieren können. Zentrales Instru-
ment für ein solches besseres Verständnis ist das entwickelte Beschreibungsmo-
dell (vgl. 6). Zugleich geben die Ergebnisse Hinweise auf Gemeinsamkeiten und 
zentrale Unterschiede zwischen den informellen Vorgehensweisen von Lernen-
den und den fachlichen Strategien und Konzepten. Diese gestatten es, konkrete 
Konsequenzen für den Unterricht abzuleiten.  
Zusätzlich wurde als Ziel dieser Arbeit in Kapitel 3 im Sinne der didaktischen 
Rekonstruktion die Ableitung von Leitlinien und –ideen für die Unterrichtspra-
xis auf der Grundlage der gewonnenen Erkenntnisse formuliert (vgl. 3.2). Die 
Erkenntnisse der Untersuchung bringen eine Reihe von Folgerungen für die 
Unterrichtspraxis mit sich. Im Folgenden werden Leitideen zur didaktischen 
Strukturierung des Unterrichts formuliert, die sich auf die Entwicklung von 
Entwicklung von Strukturierungsstrategien und darauf aufbauend auf die Ent-
wicklung von Zählstrategien beziehen. Abschließend werden Überlegungen zur 
Auswahl von Aufgabenstellungen dargestellt. 
1. Die Entwicklung von Strukturierungsstrategien 
Zentral für den Unterricht ist, dass es darum geht Strukturierungsstrategien zu 
entwickeln, die geeignet sind die Vollzähligkeit der Figurenmenge sicherzustel-
len. Um bei den Lernenden ein Bewusstsein dafür zu schaffen, wann Strategien 
als tragfähig einzustufen sind, bedarf es (1) einer Transparenz für die Lernenden 
und (2) einer expliziten Thematisierung von Kriterien.  
 
Beide Aspekte sind wesentlich, da sich in den Strukturierungen und in den Ar-
gumentationen der Lernenden teilweise Fokussierungen auf figurspezifische 
Aspekte, wie beispielsweise die Vertauschung der Anordnung der Elemente in 
den Figuren zeigen. Diese eignen sich für eine durchgängige Strukturierung des 
Lösungsprozesses, die aus Sicht der Lernenden vermutlich im Mittelpunkt steht. 
Sie gewährleisten eine vollzählige Erstellung der Figurenmenge nicht ohne 
weitere Strategien.  
 
Entwicklung von Kriterien für tragfähige Strategien  
Die vielfältigen Strukturierungsstrategien von Lernenden sollten den Ausgangs-
punkt des Lernprozesses darstellen. Basierend auf Vergleichen dieser Strategien 
können Kriterien herausgearbeitet werden, die notwendig sind, um die Vollzäh-
ligkeit der Figurenmenge sicher zu gewährleisten. Mögliche auf den Erkenntnis-
sen dieser Untersuchung basierende Kriterien sind:  
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1. Vollständigkeit gebildeter Figuren in einer Gruppe bzw. über eine Phase  
2. Vollständigkeit aller Klassen 
3. Die Disjunktheit der Figuren innerhalb der verschiedenen Klassen  
4. Übertragbarkeit der Strategie auf andere Probleme 
 
Die ersten drei Kriterien stellen die Vollzähligkeit der Figurenmenge sicher. Das 
vierte Kriterium sollte auf der Grundlage der Bearbeitung mehrerer Problemstel-
lungen herausgearbeitet werden, da das Ziel darin besteht, Strategien zu entwi-
ckeln, die auch unabhängig von festen Kontexten verwendet werden können.   
Zusätzlich sollte erarbeitet werden, dass eine konsequente Anwendung der Stra-
tegien notwendig ist.  
 
Entwicklung verschiedener tragfähiger Strategien 
Kriterien, wie die oben genannten können von den Lernenden durch Vergleiche 
der verwendeten Strategien und geeignete Anregungen seitens des Lehrers zum 
genauen Vergleich entwickelt werden. Strategien der Lernenden können auf 
diese Kriterien überprüft und modifiziert werden, so dass insgesamt einige we-
nige Strategien übrig bleiben, mittels derer die Figurenmengen vollzählig ermit-
telt werden. Da aus fachlicher Sicht zentral ist, dass verschiedene Strukturierun-
gen und später auch Zählstrategien möglich sind, ist es von besonderer Bedeu-
tung, dass kein Fokus auf eine einzige Strategie gelegt wird. Die Ergebnisse der 
Untersuchung zeigen vielmehr, dass verschiedene Strategien der Lernenden sich 
eignen.  
 
Verallgemeinerung von tragfähigen Strategien 
Die Lernenden sollten möglichst den Auftrag erhalten, ihre Strategien so zu 
beschreiben, dass diese auch von anderen anwendbar sind und zugleich auch in 
verschiedenen Kontexten angewendet werden können. Eine solche Darstellung 
ermöglicht es die Strukturierungsstrategien in ihrem Kern zu beschreiben und 
insbesondere später auch für die Ableitung von Zählstrategien zu verwenden. 
Die Strukturierungen der Lernenden geben Hinweise auf algorithmische Vorge-
hensweisen, da es, bei der kombinatorischen Anzahlbestimmung insbesondere 
darum geht, Strategien für geschicktes Zählen zu entwickeln, ist es sinnvoll 
diese direkt zu thematisieren. Dies bedeutet konkret, dass Lernende ihre Strate-
gie so darstellen sollen, so dass ein anderer sie ebenfalls verwenden kann. Be-
deutsam ist es dazu, einen gemeinsamen Wortschatz oder andere Formen der 
Beschreibung zu erarbeiten. Im Rahmen der Untersuchung nutzten Lernende 
intuitiv Begriffe wie „Truppen“, „Tauschpaare“, „Die Doppelten“ und Aussa-
gen, wie „Alle mit dem Ersten, alle mit dem zweiten…“, diese bieten gute An-
knüpfungspunkte, um die Beschreibung der Vorgehensweisen bereits von dem 




Umgang mit Strategien, die nicht disjunkte Mengen erzeugen 
Anzunehmen ist auf der Grundlage der Ergebnisse dieser Untersuchung, dass 
Lernende oftmals auch Strategien entwickeln, bei denen die Disjunktheit der 
Figuren nicht gegeben ist. Diesbezüglich sind zwei Aspekte zentral. Erstens ist 
es notwendig ein Bewusstsein dafür zu schaffen, dass über verschiedene strate-
gische Vorgehensweisen Figuren doppelt erstellt werden. Zweitens sollten die 
von den Lernenden entwickelten Strategien nicht als falsch eingestuft und ver-
worfen werden, sondern vielmehr als Ausgangspunkt für die Thematisierung 
von Strategien eingesetzt werden. 
 
Die Thematisierung der Disjunktheit ist von besonderem Interesse, da einigen 
Lernenden offensichtlich nicht klar ist, dass sie mittels ihrer Strategien Figuren 
doppelt erzeugen. Insbesondere der im Kontext der Multiplikation beschriebene 
„Direkte Schluss von der Anzahl der Figuren mit einem festen Element auf die 
Anzahl aller Figuren“, zeigt, dass Lernende systematische Vorgehensweisen 
entwickeln, die auf richtigen Grundannahmen beruhen, jedoch systematisch 
Figuren doppelt erzeugen. Sinnvoll ist es, gemeinsam mit den Lernenden zu 
überlegen, wie diese Strategien – insbesondere durch Kompensationshandlun-
gen so modifiziert werden können, dass die gesuchte Figurenmenge entsteht.  
 
Die Ergebnisse der Untersuchung belegen, dass einige Lernende eigenständig 
Kompensationsstrategien entwickeln, wenn sie zu viele Objekte ermittelt haben. 
Zwei Wege, deren Fokussierung im Unterricht unter propädeutischen Gesichts-
punkten zentral erscheint. Daraus ist auch zu schlussfolgern, dass das Bilden 
nichtdisjunkter Klassen auf keinen Fall als falsch angesehen werden sollte oder 
den Kindern unterstellt werden sollte, sie hätten etwas vergessen. Vielmehr ist es 
wichtig, die nicht disjunkten Mengen in den Fokus zu rücken, damit bei den 
Lernenden ein Bewusstsein dafür geschaffen werden kann, dass es verschiedene 
Wege gibt:  Also erst zu jedem Element alles finden und dann überlegen, welche 
Ausgleichshandlungen klug sind. Im Sinne von: „Ich mache das so, wie machst 
du das?“ 
2. Die Entwicklung von Zählstrategien 
Die Ergebnisse der Untersuchung zeigen auch auf, dass Lernende bereits sinn-
volle Zählstrategien zur Anzahlbestimmung verwenden, an diese gilt es im Un-
terricht anzuknüpfen. Insofern ist es von zentraler Bedeutung, frühzeitig anstelle 
von Auflistungsproblemen bereits Anzahlbestimmungsprobleme zu verwenden, 
in denen die Strategien thematisiert werden können.  
Die Thematisierung von Kompensationsstrategien bietet bereits eine sinnvolle 
Situation, um mathematische Zählstrategien zu thematisieren. Sie ist zudem 
nicht an das Lösen von Anzahlbestimmungsproblemen gebunden. Dabei ist es 
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bedeutsam auch darauf hinzuweisen, dass diese Strategien auch von Mathemati-
kern verwendet werden.  
Additive und multiplikative Strategien können basierend auf Strukturierungs-
strategien entwickelt werden. Es ist anzunehmen, dass einige Lernende auch 
bereits direkt Zählstrategien verwenden. Im Fokus sollte die Beziehung zwi-
schen den Rechnungen und den Strukturierungen stehen. Herausgearbeitet wer-
den sollte, dass aus den Strukturierungen Rechnungen abgeleitet werden können 
und anders herum aus den Rechnungen Strukturierungen. Denkbar ist bei-
spielsweise nach der Verallgemeinerung von Strukturierungsstrategien auch zu 
überlegen, welche Rechnungen zu diesen Strategien gehören und diese ebenfalls 
zu notieren. 
3. Zur Auswahl von Anzahlbestimmungsproblemen 
In Aufsätzen aus Grundschulzeitschriften und auch in Schulbüchern werden 
häufig kombinatorische Problemstellungen zum Kreuzprodukt verwendet, um 
auf dieser Grundlage die Strukturierung des Lösungsprozesses in Form des 
Baumdiagramms zu erarbeiten. Eine solche Thematisierung ist bedeutsam,  
werden Lernende jedoch vorrangig mit Problemstellungen zum Kreuzprodukt 
konfrontiert ist es möglich, dass sie das Kombinieren von Elementen zu Figuren 
mit dem Bilden des Kreuzproduktes gleichsetzen.  
 
Für Lernende ist es zentral zu verstehen, dass Figuren aus verschiedenen Ele-
menten gebildet werden und verschiedene Strategien gegebenenfalls auch Figu-
ren doppelt erzeugen, wenn die bereits erstellten Figuren nicht berücksichtigt 
werden. Ein solches Problem entsteht bei Problemen zum Kreuzprodukt nicht, 
da Elemente aus verschiedenen Mengen zu Figuren zusammengefügt werden. 
Demnach wird angeregt, bereits früh Problemstellungen zu thematisieren, in 
denen diese Disjunktheit nicht immer gegeben ist. 
 
9.2.2 Weiterführende Forschungsinteressen 
“The literature has not sufficiently addressed students' ways of thinking about 
combinatorial concepts at a level that enables researchers to understand how 
students conceptualize counting problems.”  
(Lockwood 2012, S. 95)  
 
Diese Studie leistet einen Beitrag dazu, die von Lockwood (2012) beschriebene 
Diskrepanz zwischen dem bisherigen Kenntnisstand über die Denk- und Vorge-
hensweisen von Lernenden und dem notwendigen Wissen hinsichtlich des Lö-
sens kombinatorischer Anzahlbestimmungsprobleme zu verringern. Die Ergeb-
nisse der Untersuchung liefern erste Erkenntnisse über die Beziehungen zwi-
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schen den informellen Vorgehensweisen und Denkwegen von Lernenden und 
den fachlichen Vorgehensweisen und Konzepten. Zugleich ergeben sich auf-
grund der Erkenntnisse dieser Arbeit auch eine Reihe weiterführender Fragestel-
lungen, deren Klärung notwendig ist, um die Konzepte von Lernenden besser zu 
verstehen. Diese Fragestellungen werden folgend hinsichtlich der drei schwer-
punktmäßig betrachteten Aspekte Einflussfaktoren, Beschreibung von Struktu-
rierungsstrategien sowie Strukturierungs- und Zählstrategien gegliedert. Die 
formulierten Fragestellungen beziehen sich dabei vorrangig auf die Erhebung 
der Denk- und Vorgehensweisen von Lernenden. Abschließend werden zudem 
Forschungsinteressen bezüglich der Gestaltung des Unterrichts formuliert. 
(1) Einflussfaktoren 
Die Ergebnisse der Untersuchung geben erste Einblicke, wie verschiedene Auf-
gabenvariablen die Strategien von Lernenden beeinflussen. Es zeigte sich, dass 
kombinatorische Figuren und ausgewählte Kontexte einen zentralen Einfluss auf 
die Lösungsstrategien einzelner Lernender haben. Anzunehmen ist, dass weitere 
Faktoren ebenfalls einen tragenden Einfluss haben. Dazu bedarf es weiterer 
Informationen. Zu klären ist unter anderem, wie die in den Problemstellungen 
impliziten Handlungsvorstellungen, sowie die Veränderung von Zahlenwerten 
die Strategien der Lernenden beeinflussen. Auch bedarf es weiterer Informatio-
nen zu den Figuren und Kontexten, da im Rahmen dieser Untersuchung ledig-
lich eine geringe Auswahl in den Blick genommen wurde.  
(2) Zur Beschreibung von Strukturierungsstrategien 
Um die Vorgehensweisen von Lernenden besser zu verstehen und nutzen zu 
können, bedarf einer Beschreibung der Strategien. Im Rahmen dieser Studie 
wurde als möglicher Ansatz das Modell der Strategiebausteine entwickelt. Auf-
gezeigt wurde, dass sich mittels des Modells die Strukturierungsstrategien von 
Lernenden bei der Anzahlbestimmung im Kontext von Kombinationsproblemen 
mit und ohne Wiederholung sowie bei Variationsproblemen ohne Wiederholung 
beschreiben lassen. Dies gilt allerdings einschränkend für Selektionsprobleme 
sowie für die Zusammenstellung von Figuren aus zwei Elementen. Aufgrund der 
Beziehung zu anderen Untersuchungsergebnissen ist anzunehmen, dass das 
Konzept potentiell auf andere Problemstellungen übertragbar ist. Ob jedoch die 
Strukturierungsstrategien von Lernenden bei veränderten Aufgabenvariablen 
ebenfalls mit diesem Ansatz vollständig beschrieben werden können, bedarf 
einer empirischen Überprüfung. Zu klären sind insbesondere folgende Fragestel-
lungen:  
 Inwiefern ist das Konzept auf andere kombinatorische Figuren über-
tragbar?  
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 Welche Erweiterungen des Konzeptes (u.a. weitere Strategiebausteine; 
Klassen von Strategiebausteinen) sind notwendig, um beispielsweise 
eine Übertragung auf Variationsprobleme mit Wiederholung oder auf 
Permutationsprobleme mit und ohne Wiederholung zu ermöglichen?  
 Ist das Konzept noch tragfähig, wenn die Anzahl der Elemente, aus de-
nen die zu bildenden Figuren bestehen, erhöht wird? 
(3) Erkenntnisse über Strukturierungs- und Zählstrategien  
Um an die Denk- und Vorgehensweisen der Lernenden anknüpfen zu können 
bedarf es weiterer Kenntnisse über den Zusammenhang zwischen den fachlichen 
Strategien und Konzepten und denen von Lernenden. In der vorliegenden Arbeit 
wurden die Denk- und Vorgehensweisen von Lernenden bei der Bearbeitung 
kombinatorischer Selektionsprobleme zu Kombinationen mit und ohne Wieder-
holung und zu Variationen ohne Wiederholung betrachtet. Dabei wurde heraus-
gestellt, dass die Vorgehensweisen und Denkwege in einem engen Zusammen-
gang zu den jeweiligen gesuchten kombinatorischen Figuren stehen (vgl. Ba-
tanero et al. 1997a; Hoffmann 2003; Lockwood 2012 zur hervorgehobenen 
Bedeutung der Aufgabenstrukturen). Die Erkenntnisse dieser Studie beziehen 
sich ausschließlich auf das Lösen von Selektionsproblemen, inwiefern diese 
Vorgehensweisen und Denkwege bei anderen Problemstellungen auftreten, ist 
noch zu überprüfen. Zugleich stellt sich die Frage, wie sich Veränderungen der 
Aufgabenvariablen auf die Denkwege und Vorgehensweisen der Lernenden 
auswirken:  
 Wie lösen Lernende Partitions- und Distributionsprobleme? In wel-
chem Zusammenhang stehen die Vorgehensweisen und Denkwege zur 
Lösung von Selektionsproblemen?  
 Wie wirken sich operationale Variationen der untersuchten Aufgaben-
stellungen (bspw. Veränderung der Anzahl der zu kombinierenden Ob-
jekte, Veränderung der Ausgangsmenge) auf die Denk- und Vorge-
hensweisen sowie die Schwierigkeiten der Lernenden aus? 
 Wie lösen Lernende Aufgabenstellungen zu Permutationsproblemen 
und welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede lassen sich insbeson-
dere in Bezug zu den Variationen mit und ohne Wiederholung be-
obachten?  
 Verwenden Lernende auch bei anderen Problemstellungen bereits 
Zählstrategien?  
Untersuchungen zur Unterrichtsgestaltung 
Die Langzeitstudie von Maher und ihren Kollegen (vgl. Maher et al. 2011) zeigt 
auf, dass die spiralförmige Thematisierung kombinatorischer Konzepte in gene-
tisch angelegtem Unterricht dazu beiträgt, dass Lernende kombinatorische Ope-
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rationen und Konzepte verstehen und nicht rezeptförmig anwenden. Bislang 
fehlen jedoch genauere Informationen darüber, wie der Unterricht in der Grund-
schule konkret zu gestalten ist. Anknüpfend an die Ergebnisse der Untersuchung 
wurden Konsequenzen und Impulse für die didaktische Strukturierung des Un-
terrichts abgeleitet. Es stellt sich die Frage, in welchem Maße die dargestellten 
Impulse und Leitideen zur Strukturierung des Unterrichts dazu beitragen kön-
nen, dass Lernende tragfähige Strukturierungsstrategien und darauf aufbauend 
Zählstrategien entwickeln.  
Die Ergebnisse dieser Untersuchung geben weitere Aufschlüsse hinsichtlich des 
Lösens von Anzahlbestimmungsproblemen, dennoch gilt es, eine Reihe weiterer 
Forschungslücken zu schließen. Lockwoods Aussage charakterisiert den For-
schungsstand insofern sehr treffend:  
 
“As we see […] more research is needed that explore students` ways of thinking 
about solving counting problems.”  
Elise Lockwood 2012, S. 98 
9.3 Schlussbemerkung 
In der Einleitung wurde herausgestellt, dass auf der Basis der vorhandenen em-
pirischen Untersuchungsergebnisse die Vorgehensweisen und zugrundeliegen-
den Vorstellungen von Lernenden beim Lösen von Anzahlbestimmungsproble-
men nicht zufriedenstellend erklärt werden können und es demnach nicht mög-
lich dass sich daraus didaktische Konsequenzen für den Unterricht abzuleiten. 
Auf der Grundlage der Ergebnisse dieser Arbeit wird abschließend eine erneute 
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Eine erste Betrachtung der Dokumente der Lernenden zeigt, dass Mia und 
Renas die Figurenmenge vollzählig erstellen. Mia verwendet dazu die „Ele-
mentfixierung ohne feste Position» Sie bildet Klassen von Spielen, berücksich-
tigt dabei aber nicht die Anordnung der Elemente. Ihr Vorgehen ermöglicht es 
auch zu anderen kombinatorischen Problemstellungen, wie bspw. zu Kombina-
tionen mit Wiederholung oder zu Aufgabenstellungen, in denen mehr Aus-
gangselemente zur Verfügung stehen, die Figurenmenge vollzählig zu erzeugen. 
Renas nutzt die «Disjunkte Paarbildung». Sein Vorgehen führt strukturiert zur 
Lösungsfindung bei Anzahlbestimmungsproblemen, in denen vier Elemente 
gegeben sind, und jeweils zwei miteinander kombiniert werden sollen. Sein 
Vorgehen eignet sich jedoch nur sehr bedingt zur Übertragung auf andere Prob-
lemstellungen. Leon geht ebenfalls vollständig strukturiert vor und ermittelt, wie 
viele weitere Lernende, eine zu große Anzahl an Lösungen, sein Vorgehen eig-
net sich, um über die notwendige Disjunktheit der Mengen zu sprechen und 
zugleich, um über mögliche Kompensationsstrategien nachzudenken. Ausge-
hend von diesen verschiedenen Strategien ist es zudem möglich, Kriterien für 
die Tragfähigkeit der Strategien zu entwickeln. Es ist demnach anzunehmen, 
dass die informellen Strategien dieser Lernenden einen wichtigen Ausgangs-
punkt zur Thematisierung kombinatorischer Anzahlbestimmungskonzepte dar-
stellen können, wenn sie im Unterricht sinnvoll aufgegriffen werden. 
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A: Mögliche und verwendete Strukturierungsstrategien basierend auf einem 
abhängigen Figurenbildungskonzept 
 
Der nachfolgenden Tabelle sind a) die möglichen und b) die tatsächlich verwen-
deten Strukturierungsstrategien von Lernenden in verschiedenen Kontexten und 
bei verschiedenen Figuren zu entnehmen. 
 
Mögliche Strukturierungsstrategie  























            
Elementfixierung 
mit fester Position  
            
Elementfixierung 
ohne fester Position 
            
Figurspezifi-
sche Strategie 
Anzahlfixierung         
Direktvertauschung,          
Gruppenvertauschung       
Gesamtvertauschung         
Kontextspezifi-
sche Strategie 
Domino        
Zweistellige Zahlen        
Tab. 0.1 Allgemeine, figurspezifische und kontextspezifische Strukturierungsstrate-
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Mögliche Strukturierungsstrategie  
 Verwendete Strategie 
 
 
  K. o. Wh. 
. 




















































Disjunkte Paarbildung, & An-
zahlfixierung 
        
Elementfixierung 
mit fester Position & Anzahlfi-
xierung 
        
Elementfixierung 
ohne fester Position & Anzahlfi-
xierung 
        
Zyklische Musterbildung, & 
Anzahlfixierung 
        
Disjunkte Paarbildung, & Ein-
zelvertauschung 
        
Disjunkte Paarbildung, & Grup-
penvertauschung 
        
Disjunkte Paarbildung, & Ge-
samtvertauschung  
       
Elementfixierung 
mit fester Position & Einzelver-
tauschung  
        
Elementfixierung 
mit fester Position & Gruppen-
vertauschung 
        
Elementfixierung 
mit fester Position & Gesamtver-
tauschung 
        
Elementfixierung 
ohne fester Position & Einzel-
vertauschung 
        
Elementfixierung 
ohne fester Position & Gruppen-
vertauschung 
        
Elementfixierung 
ohne fester Position & Gesamt-
vertauschung 
       
Zyklische Musterbildung, & 
Einzelvertauschung 
      
Zyklische Musterbildung & 
Gruppenvertauschung 
      
Zyklische Musterbildung, & 
Gesamtvertauschung 
        




B: Mögliche und verwendete Strukturierungsstrategien basierend auf einem 
unabhängigen Figurenbildungskonzept 
 
Der nachfolgenden Tabelle sind a) die möglichen und b) die tatsächlich verwen-
deten Strukturierungsstrategien von Lernenden in verschiedenen Kontexten und 
bei verschiedenen Figuren zu entnehmen. 
 
Mögliche Strukturierungsstrategie  
 Verwendete Strategie 
 
 



















         
Elementfixierung 
mit fester Position  
            
Elementfixierung 
ohne fester Position 
            
Figurspezifi-
sche Strategie 
Anzahlfixierung         
Direktvertauschung,        
Gruppenvertauschung       
Gesamtvertauschung       
Kontextspezifi-
sche Strategie 
Domino       
Zweistellige Zahlen       
Tab. 0.3 Allgemeine, figurspezifische und kontextspezifische Strukturierungsstrate-
gien & unabhängiges Figurenbildungskonzept 
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Mögliche Strukturierungsstrategie  
 Verwendete Strategie 
 
  K. o. Wh. 
. 




















































Disjunkte Paarbildung, & An-
zahlfixierung 
      
Elementfixierung 
mit fester Position & Anzahlfi-
xierung 
        
Elementfixierung 
ohne fester Position & Anzahlfi-
xierung 
       
Zyklische Musterbildung, & 
Anzahlfixierung 
        
Disjunkte Paarbildung, & Ein-
zelvertauschung 
      
Disjunkte Paarbildung, & Grup-
penvertauschung 
      
Disjunkte Paarbildung, & Ge-
samtvertauschung  
      
Elementfixierung 
mit fester Position & Einzelver-
tauschung  
      
Elementfixierung 
mit fester Position & Gruppen-
vertauschung 
      
Elementfixierung 
mit fester Position & Gesamtver-
tauschung 
      
Elementfixierung 
ohne fester Position & Einzel-
vertauschung 
      
Elementfixierung 
ohne fester Position & Gruppen-
vertauschung 
      
Elementfixierung 
ohne fester Position & Gesamt-
vertauschung 
      
Zyklische Musterbildung, & 
Einzelvertauschung 
      
Zyklische Musterbildung & 
Gruppenvertauschung 
      
Zyklische Musterbildung, & 
Gesamtvertauschung 
      
Tab. 0.4 Strategiekombinationen & unabhängiges Figurenbildungskonzept 
 
 
  
